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- Hướng dẫn bài tập lớn (dài): Không 

- Tổng số tiết thực dạy: (2+1)x12  = 36 tiết thực hiện. 

- Tổng số tiết chuẩn:          2x12+1x12/2  = 30 tiết chuẩn. 

5. Các học phần học trước: Cơ học kết cấu I 

6. Học phần thay thế, học phần tương đương: Tương đương với học phần Cơ học 

kết cấu 2 trong chương trình 180 tín chỉ. 

7. Mục tiêu của học phần 

 Cơ học kết cấu 2 trang bị cho sinh viên kiến thức cần thiết để xác định chuyển 

vị trong hệ thanh phẳng, phương pháp lực và phương pháp chuyển vị để tính hệ siêu 

tĩnh để vận dụng vào các môn chuyên ngành như bê tông cốt thép, kết cấu thép…. 

8. Mô tả vắn tắt nội dung học phần 

Môn học này nhằm trang bị cho sinh viên các kiến thức cơ bản và kỹ năng tính 

toán nội lực của các hệ thanh siêu tĩnh làm việc trong giai đoạn đàn hồi tuyến tính. 

Nội dung chính của môn học bao gồm các vấn đề sau: 

- Xác định chuyển vị trong hệ thanh phẳng đàn hồi tuyến tính 

- Khái niệm về hệ siêu tĩnh - bậc siêu tĩnh. 

- Phương pháp lực và cách tính hệ thanh phẳng siêu tĩnh 

- Phương pháp chuyển vị tính hệ thanh phẳng siêu động 

9. Nhiệm vụ của sinh viên: Đối với học phần lý thuyết 

- Dự lớp   80 % tổng số thời lượng của học phần. 
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I. CHƯƠNG 1 

CHUYỂN VỊ TRONG HỆ THANH 

I.1. Mục tiêu 

Nghiên cứu cách xác định chuyển vị trong hệ thanh nhằm mục đích kiểm tra độ 

cứng của công trình và phục vụ cho việc tính toán hệ siêu tĩnh. Trong chương này 

giúp cho sinh viên hiếu rõ các vấn đề như sau: 

+ Nắm vững khái niệm về biến dạng và chuyển vị. 

+ Phân biệt rõ biến dạng và chuyển vị, mối quan hệ giữa biến dạng và chuyển vị. 

+ Các phương pháp dùng để xác định chuyển vị trong hệ thanh. 

 I.2. Quy định hình thức học cho mỗi nội dung nhỏ 

Nội dung Hình thức học 

- Khái niệm về biến dạng và chuyển vị Giảng 

- Cách xác định chuyển vị theo thế năng Giảng 

- Công khả dĩ của ngoại lực và nội lực Giảng 

- Các định lý tương hỗ trong hệ đàn hồi 

tuyến tính   

Giảng 

- Cách vận dụng công thức chuyển vị  Giảng, thảo luận 

- Cách tính các tích phân trong công thức 

chuyển vị theo cách “nhân biểu đồ” 

Giảng, thảo luận 

- Cách tính gần đúng các tích phân trong 

công thức chuyển vị 

Sinh viên tự nghiên cứu 

- Khái niệm về chuyển vị khái quát và lực 

khái quát 

Sinh viên tự nghiên cứu 

I.3. Các nội dung cụ thể 

A. Nội dung lý thuyết 

1.1. Khái niệm về biến dạng và chuyển vị 

1.1.1. Biến dạng 

Biến dạng: là sự thay đổi hình dạng của phân tố dưới tác dụng của các nguyên 

nhân như tải trọng, biến thiên nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức các gối tựa… 

Biến dạng của phân tố (hình 1.1.1) bao gồm: 

   1. Biến dạng xoay: ds, với - góc xoay tỉ đối (hình 1.1.1a). 

         2. Biến dạng dọc trục: ds, với - biến dạng dọc trục tỉ đối (hình 1.1.1b). 

         3. Biến dạng trượt: ds, với - góc trượt tỉ đối (hình 1.1.1c). 
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Hình 1.1.1 

1.1.2. Chuyển vị 

Chuyển vị: là sự thay đổi vị trí của tiết diện dưới tác dụng của các nguyên nhân 

như tải trọng, biến thiên nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức gối tựa… 

Khi hệ biến dạng hầu hết các tiết diện đều có vị trí mới. Như vậy có thể nói 

chuyển vÞ lµ hÖ qu¶ cña biÕn d¹ng. 

Chuyển vị tại tiết diện k: 

    


k k'


yk y'k

xk

x'k

 

Hình 1.1.2 

 Chuyển vị thẳng : 

     - Theo phương x:  x=x k ’ - x k  

     - Theo phương y:  y=y k ’ - y k  

 Chuyển vị góc:  = k ’ -  k  

Kí hiệu chuyển vị: 

Giả sử có chuyển vị  km  

Trong đó:  k là chỉ số chỉ vị trí và phương của chuyển vị 

                  m là chỉ số chỉ nguyên nhân gây ra chuyển vị 

Như vậy : 

 km - chuyển vị theo phương k do nguyên nhân m gây ra 

 km - chuyển vị theo phương k do nguyên nhân m bằng đơn vị gây ra 

ds

d d
d

ds+d ds

a) b) c)
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1.2. Cách xác định chuyển vị theo thế năng 

1.2.1. Nguyên lí bảo toàn năng lượng 

      Xét thanh chịu nén đúng tâm như hình vẽ: 

                                           Thế năng ngoại lực Up giảm 

Tăng dP → lực hạ thấp  

                                               Thế năng biến dạng U tăng 

Vì tải trọng tác dụng tĩnh nên động năng không biến đổi. 

Ngoài ra bỏ qua phần năng lượng do từ, nhiệt, điện xảy ra 

kèm theo biến dạng tĩnh của vật thể đàn hồi: Up=U. 

 

dP
 

Hình 1.2.1 

Toàn bộ thế năng của ngoại lực Up biến thành thế năng biến dạng U tích lũy 

trong hệ đàn hồi nếu biến dạng không phá vỡ sự cân bằng của hệ. 

Up đo bằng công T của ngoại lực, T > 0 vì ngoại lực và chuyển vị cùng chiều. 

U đo bằng công A* của nội lực, A* < 0 vì nội lực ngăn cản biến dạng. 

                       *ATU −==     

Về trị số, thế năng biến dạng U tích luỹ trong hệ đàn hồi bằng công T của ngoại 

lực gây ra biến dạng hay bằng công A* của nội lực sinh ra trên những biến dạng 

đàn hồi nhưng trái dấu. 

1.2.2. Công của ngoại lực 

Ta đã biết: Công = [ lực ] x [ chuyển vị tương ứng ] 

- Công thức trên chỉ đúng khi lực không đổi trong 

quá trình chuyển dời. 

- Chúng ta đang xét trường hợp tải trọng P tác dụng 

tĩnh và vật liệu tuyệt đối đàn hồi nên trong quá trình 

chuyển vị của hệ tải trọng không giữ nguyên trị số 

mà biến thiên cùng với chuyển vị theo quan hệ bậc 

nhất. 

d


X

P






X



 

Hình 1.2.2 

Gọi X là giá trị của lực biến thiên,  là giá trị chuyển vị tương ứng (hình 1.2.2). 

Khi chuyển vị thay đổi lượng vô cùng bé thì công của lực: dXdT .=   

Công của lực X khi tăng từ 0 → P là: 

 ==

PP

dXdTT
00

.     Vì dXkd .=  nên: ===  .
2

1

2
...

0

2

P
X

kdXXkT

P

 

Khi hệ chịu mômen tập trung M (hình 1.2.3): .
2

1
MT =      
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M



 

Hình 1.2.3 

Trường hợp hệ chịu: 

- Lực tập trung Pi ( i=1,2,3…,n ), chuyển vị thẳng tương ứng là i. 

- Mômen tập trung Mj (j=1,2,3…,m ), chuyển vị xoay tương ứng là j. 


==

+


=
m

j

jj
n

i

ii
MP

T
11 22


    

Trong hệ đàn hồi tuyến tính, công của ngoại lực đồng thời tác dụng bằng nửa 

tổng đại số các tích số giữa giá trị cuối cùng của mỗi ngoại lực với giá trị cuối 

cùng của chuyển vị tổng cộng tương ứng. 

Chú ý: 

+ Công của ngoại lực không phụ thuộc vào thứ tự tác dụng của các ngoại lực, chỉ 

phụ thuộc vào trạng thái đầu và trạng thái cuối của hệ. 

EA

P2P1

l

 '

P1

"

P2

a) b) c)

 

Hình 1.2.4 

+ Công của ngoại lực trên những chuyển vị đàn hồi không tuân theo nguyên lý 

cộng tác dụng. 

1.2.3. Công của nội lực – Thế năng của hệ thanh 

M

Q
N

M+dM

N+dN
Q+dQ

qds

ds ds ds
Q

N

M

N
Q

M

c)b)a)  

Hình 1.2.5 

Để tính công của nội lực trong toàn hệ trước tiên ta tính công của nội lực trong 

một phân tố thanh gọi là công phân tố. 
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c)b)a)

tbds+ds

ds
dsds

ds

M M

ds


O

N N

tbds2

Q Q

 

Hình 1.2.6 

Tách khỏi hệ một phân tố thanh dài ds và tính công phân tố dA của các nội lực 

trong phân tố thanh. Các ngoại lực tác dụng vào phân tố thanh như hình 1.2.5. 

Theo công thức: dA*= -dT 

Trước khi tính công dT ta có nhận xét: 

- Chiều dài ds của phân tố thanh rất nhỏ nên độ biến thiên của các lực dM, dN, dQ  

và tải trọng q.ds cũng rất nhỏ nên có thể bỏ qua. 

- Các lực M, N, Q sinh công trên những biến dạng tương ứng độc lập với nhau nên 

ta có thể tính riêng rồi cộng các kết quả: 

                  QNM dTdTdTdT ++=  

• Tính công dTM của mômen uốn M (hình 1.2.6a): 

                 dsM
ds

M
ds

MdTM 


.
2

1
)

22
(

2

1
=+=  

   Nếu gọi  là bán kính cong của phân tố thanh bị uốn thì từ hình vẽ ta thấy: 

                 dsds



1

=  hay 



1

=  

   Từ sức bền vật liệu: 
IE

M

.

1
=


  → 

EI

dsM
dTM

2

2

=  

                 

• Tính công dTN của lực dọc N (hình 1.2.6b): 

                dsN
ds

N
ds

NdTN 


.
2

1
)

22
(

2

1
=+=  

    Theo định luật Hooke khi kéo hoặc nén: ds
EA

N
ds .. =  

    Vậy:     
EA

dsN
dTN

2

2

=  

• Tính công dTQ của lực cắt Q (hình 1.2.6c): 

    Dưới tác dụng của lực cắt các tiết diện trượt với nhau một góc tb. 
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                dsQ
ds

Q
ds

QdT tb
tbtb

Q 


.
2

1
)

22
(

2

1
=+=  

    Theo định luật Hooke khi biến dạng trượt: 
A

Q

GG

tb
tb 




1
==  

    Vậy: 
GA

dsQ
dTQ

2

2

=  

  → Vậy công phân tố của nội lực: 







++−=−=

GA

dsQ

EA

dsN

EI

dsM
dTdA

222
*

222

                

    → Công nội lực trong toàn hệ: 









++−==    GA

dsQ

EA

dsN

EI

dsM
dAA

222
**

222

  

       Biểu thức thế năng biến dạng đàn hồi của toàn hệ thanh: 

   ++=
GA

dsQ

EA

dsN

EI

dsM
U

222

222

  

Chú ý: 

- U luôn luôn dương. 

- Khi áp dụng lấy tích phân trong từng đoạn trong đó các hàm dưới dấu tích phân 

là liên tục sau đó cộng các kết quả theo số đoạn đã lấy tích phân. 

- Biểu thức trên áp dụng cho hệ gồm các thanh thẳng, thanh cong có độ cong nhỏ: 

5

1


r

h
 

1.2.4. Cách xác định chuyển vị theo thế năng 

a. Áp dụng trực tiếp biểu thức thế năng 

- Điều kiện áp dụng: 

+ Hệ chỉ chịu một lực P. 

+ Chuyển vị cần tìm là  tương ứng với P. 

   Vậy: UPT == .
2

1
  →  

P

U2
=    

b. Định lý Castigliano 

Nội dung: 

Đạo hàm riêng của thế năng biến dạng U theo một ngoại lực Pk nào đó bằng 

chuyển vị có vị trí và phương tương ứng với lực Pk. 

                         
k

k
P

U




=   
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Chứng minh: 

y1

a) PnPkP1

ynyk dykI II

dPk

dPk

IIdykyk
yn

P1 Pk Pn

b)

y1

III

 

Hình 1.2.7 

Xét hệ chịu các lực Pk (k=1, 2,…,n) biến dạng theo đường cong I (hình 1.2.7). 

Tìm chuyển vị yk? 

Giả sử thêm tải trọng dPk vào để chuyển dầm từ vị trí I sang vị trí II, các lực Pk 

đều hạ thấp xuống và sinh công dT, thế năng biến dạng tăng lên dU: dT=dU   (a) 

dU: độ biến thiên của thế năng do riêng Pk biến đổi một lượng dPk là: 

                          k

k

dP
P

U
dU .




=   (b) 

dT: độ biến thiên của công ngoại lực khi hệ chuyển từ I sang II: 12 TTdT −=  

• Tìm T1 (trạng thái I): i

n

i

i yPT 
=

=
1

1
2

1
 

• Tìm T2 (trạng thái II): 

+ Công của lực dPk trên dyk bằng: kk dydP .
2

1
 

+ Công của các lực Pi trên yi bằng: i

n

i

i yP
=12

1
 

+ Công của lực dPk (không đổi) trên yk bằng: kk ydP .  

 Vậy kki

n

i

ikk ydPyPdydPT .
2

1
.

2

1

1

2 ++= 
=

 

   Từ đó: kkkk ydPdydPTTdT ..
2

1
12 +=−=  

   Bỏ qua vô cùng bé bậc cao ta được: kk ydPdT .=   (c) 

Từ (a), (b), (c) ta có: kkk

k

ydPdP
P

U
.. =




 hay 

k

k
P

U
y




=  → ĐPCM 

Vậy: 







++




=    GA

dsQ

EA

dsN

EI

dsM

Pk

k
222

222

       

Ta thấy M, N, Q là hàm của lực Pk và toạ độ s, các tích phân lấy theo s còn đạo 

hàm riêng lấy theo Pk nên có thể đưa đạo hàm vào dấu tích phân. 

Ngoài ra: 
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kk P

M
M

P

M




=




2

)( 2

;   
kk P

N
N

P

N




=




2

)( 2

;    
kk P

Q
Q

P

Q




=




2

)( 2

 

Vậy: 

ds
P

Q

GA

Q
ds

P

N

EA

N
ds

P

M

EI

M

kkk

k



+




+




=    

 

1.3. Công khả dĩ của ngoại lực và nội lực 

1.3.1. Công khả dĩ – Chuyển vị khả dĩ 

Công khả dĩ là công sinh ra bởi các lực trên những chuyển vị và biến dạng vô 

cùng bé do nguyên nhân bất kỳ (P, t, …) gây ra. 

Pk

P'm

Pm

t2m
t1m

km  

Hình 1.3.1 

Để thấy rõ đinh nghĩa về công khả dĩ ta xét hệ ở hai trạng thái: 

- Trạng thái “k” chịu Pk (hình 1.3.1). 

- Trạng thái “m” chịu nguyên nhân Pm, t1m, t2m, zm (hình 1.3.1). 

Khi đó:  

km được gọi là chuyển vị khả dĩ của lực Pk do các nguyên nhân m.  

Tkm = Pk. km được gọi là công khả dĩ của các lực ở trạng thái “k” trên các 

chuyển vị ở trạng thái “m”. 

1.3.2. Nguyên lý công khả dĩ 

   - Trong cơ học cơ sở, nội dung nguyên lý công khả dĩ của Lagrange: 

Nếu một hệ chất điểm nào đó của vật rắn cân bằng dưới tác dụng của các lực 

thì công khả dĩ của các lực trên những chuyển vị khả dĩ vô cùng bé (tức là những 

chuyển dời mà liên kết cho phép) phải bằng không. Tkm = 0 

- Trong hệ đàn hồi (theo S.D.Poisson): 

Nếu một hệ đàn hồi cân bằng dưới tác dụng của các ngoại lực thì tổng công khả 

dĩ của các ngoại lực trên những chuyển vị khả dĩ tương ứng vô cùng bé và công khả 

dĩ của các nội lực trên những biến dạng đàn hồi khả dĩ tương ứng phải bằng không. 

                0* =+ kmkm AT    

      Hay:   kmkm AT *−=   
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Tkm - Công khả dĩ của ngoại lực ở trạng thái “k” trên chuyển vị khả dĩ tương ứng 

ở trạng thái “m”. 

A*km - Công khả dĩ của nội lực ở trạng thái “k” trên biến dạng khả dĩ tương ứng 

ở trạng thái “m”. 

1.3.3. Công khả dĩ của ngoại lực 

Công khả dĩ của ngoại lực ở trạng thái “k” trên những chuyển vị khả dĩ tương 

ứng ở trạng thái “m” bằng tổng các tích số giữa giá trị của các lực ở trạng thái 

“k” với những chuyển vị khả dĩ tương ứng ở trạng thái “m”. 

km

n

i

ikkm PT =
=

.
1

    

1.3.4. Công khả dĩ của nội lực 

Cần tìm dAkm của phân tố thanh từ đó suy ra Akm của toàn hệ 

Tách phân tố ds tương ứng với hai trạng thái: 

      •  Trạng thái “k”: Mk, Nk, Qk là ngoại lực so với phân tố đang xét, nội lực so với 

toàn hệ 

      • Trạng thái “m” có những biến dạng sau: 

+ Biến dạng góc dsm .  

+ Biến dạng dọc trục dsm .  

+ Biến dạng trượt dstb

m .  

c)b)a)

mds+ds

ds
dsds

mds

Mm Mm



Nm Nm

mds
2

Qm Qm

ds

Mk

Qk

Nk

Mk

Nk
Qk

"k"
mds "m" "m" "m"

d)  

Hình 1.3.2 

• Biến dạng do các nội lực Mm, Nm, Qm  (hình 1.3.2) 

EI

M m
m = ;    

EA

Nm
m = ;     

GA

Qmtb

m  =  

• Biến dạng do sự thay đổi nhiệt độ (hình 1.3.3) 
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dst2m

t1m

tcm

a
b

h

trôc

tmds

t1mds

tcmds

t2mds

 

Hình 1.3.3 

Gọi t1m, t2m, tcm - độ biến thiên nhiệt độ ở thớ trên, thớ dưới và trục thanh. Chấp 

nhận sự biến thiên của nhiệt độ theo chiều cao tiết diện là bậc nhất. 

Ta có: 
h

tbta
t mm

cm
21 .. +

=  

Nếu a = b = 
2

h
 thì  

2

21 mm
cm

tt
t

+
=  

+ Biến dạng dọc trục do tcm:    dstds cmtm ...  =  

+ Biến dạng xoay:   ( )dstt
h

ds mmtm .. 12 −=


  

Công khả dĩ phân tố thanh của các lực ở trạng thái “k” trên những biến dạng khả 

dĩ tương ứng ở trạng thái “m”: 

                dsNdsMdsQdsNdsMdT tmktmk

tb

mkmkmkkm  ++++=  

Mà: kmkm dAdT *−=  

Vậy:  dsNdsMdsQdsNdsMdA tmktmk

tb

mkmkmkkm  ++++−=*  

Trong toàn hệ, công khả dĩ của nội lực ở trạng thái “k” trên những biến dạng khả 

dĩ tương ứng ở trạng thái “m”: 

   −+++−== dstt
h

Mds
GA

QQ
ds

EA

NN
ds

EI

MM
dAA mmk

mkmkmk
kmkm )(

...
[** 12




 

                          dstN cmk+ ]                   

1.3.5. Công thức công khả dĩ 

   +−+++=
=

dstNdstt
h

Mds
GA

QQ
ds

EA

NN
ds

EI

MM
P cmkmmk

mkmkmk
km

n

i

ik 


 )(
...

. 12

1

 

Trong hệ đàn hồi cân bằng, tổng cộng khả dĩ của các ngoại lực tác dụng trên hệ 

ở trạng thái “k” trên những chuyển vị khả dĩ tương ứng ở trạng thái “m” bằng 

công khả dĩ của các nội lực ở trạng thái “k” trên những biến dạng khả dĩ tương 

ứng ở  trạng thái “m”. 
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1.4. Các định lý tương hỗ trong hệ đàn hồi tuyến tính 

1.4.1. Định lý tương hỗ về công khả dĩ của ngoại lực 

Định lý E. Betti 

Xét hệ đàn hồi tuyến tính tương ứng với hai trạng thái (hình 1.4.1): 

- Trạng thái “m” hệ chịu các ngoại lực Pjm 

- Trạng thái “k” hệ chịu các ngoại lực Pik  



M

Pk

R

P

R

"k"

"m"

 

Hình 1.4.1 

     • Công khả dĩ của các ngoại lực ở trạng thái “m” trên các chuyển vị khả dĩ tương 

ứng ở trạng thái “k”: 

         ++= ds
GA

QQ
ds

EA

NN
ds

EI

MM
P kmkmkm

mk

j

jm

...
.    (a) 

     • Công khả dĩ của các ngoại lực ở trạng thái “k” trên các chuyển vị khả dĩ tương 

ứng ở trạng thái “m”: 

        ++= ds
GA

QQ
ds

EA

NN
ds

EI

MM
P mkmkmk

km

i

ik

...
.    (b) 

So sánh (a) và (b): 

km

i

ikmk

j

jm PP =  ..  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính, công khả dĩ của các ngoại lực đặt vào hệ ở trạng 

thái “m” trên những chuyển vị khả dĩ tương ứng ở trạng thái “k” tương hỗ bằng 

công khả dĩ của các ngoại lực đặt vào hệ ở trạng thái “k” trên những chuyển vị khả 

dĩ tương ứng ở trạng thái “m”. 

1.4.2. Định lý tương hỗ về các chuyển vị đơn vị 

Xét hệ đàn hồi tuyến tính ở hai trạng thái (hình 1.4.2): 

- Trạng thái “m” có một lực Pm tác dụng. 

- Trạng thái “k” có một lực Pk tác dụng. 
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b) Pk

Pma) km

mk

"m"

"k"

 

Hình 1.4.2 

Theo định lý E. Betti: kmkmkm PP =   hay   
m

km

k

mk

PP


=


             

Theo nguyên lý cộng tác dụng: 

mk

k

mk

P
=


 là chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của lực Pm do Pk gây ra. 

km

m

km

P
=


 là chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của lực Pk do Pm gây ra. 

Vậy:  

kmmk  =  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính, chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và phương 

của lực Pm do lực Pk gây ra tương hỗ bằng chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và 

phương của lực Pk do lực Pm gây ra. 

Thứ nguyên của chuyển vị đơn vị: 

               TN của mk  =TN của mk / TN của Pk 

1.4.3. Định lý tương hỗ về các phản lực đơn vị 

Xét hệ đàn hồi tuyến tính ở hai trạng thái (hình 1.4.3): 

- Trạng thái “m” có một liên kết m của hệ chuyển vị cưỡng bức m . 

- Trạng thái “k” có một liên kết k của hệ chuyển vị cưỡng bức k . 

m

k

Rkm

Rmk

"m"

"k"

 

Hình 1.4.3 
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Gọi Rmk là phản lực liên m do chuyển vị cưỡng bức k gây ra. 

Gọi Rkm là phản lực liên k do chuyển vị cưỡng bức m gây ra. 

Áp dụng định lý Betti: kkmmmk RR = ..  hay 
m

km

k

mk RR


=


 

mk

k

mk r
R

=


 là phản lực đơn vị tại liên kết m do chuyển vị cưỡng bức tại liên kết k 

gây ra. 

km

m

km r
R

=


 là phản lực đơn vị tại liên kết k do chuyển vị cưỡng bức tại liên kết m 

gây ra. 

 

Vậy: 

kmmk rr =  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính, phản lực đơn vị tại liên kết m do chuyển vị cưỡng 

bức tại liên kết k gây ra tương hỗ bằng phản lực đơn vị tại liên kết k do chuyển vị 

cưỡng bức tại liên kết m gây ra. 

Thứ nguyên của phản lực đơn vị: 

                TN của mkr  =TN của mkR / TN của k  

1.4.4. Định lý tương hỗ về các chuyển vị đơn vị và phản lực đơn vị 

Xét hệ đàn hồi tuyến tính ở hai trạng thái (hình 1.4.4): 

- Trạng thái “m” có một lực Pm tác dụng. 

- Trạng thái “k” có một liên kết k của hệ chuyển vị cưỡng bức k . 

"k"

Pm

mkk

"m"

Rkm

 

Hình 1.4.4 

Gọi Rkm là phản lực liên k có chuyển vị cưỡng bức k , do lực Pm gây ra ở trạng 

thái m. 

mk  là chuyển vị có vị trí và phương tương ứng với lực Pm do chuyển vị cưỡng 

bức k  tại liên kết k gây ra ở trạng thái “k”. 
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Theo định lí Betti: 0.. =+ mkmkkm PR  hay 
k

mk

m

km

P

R




−=       

m

km
km

P

R
r =
.

 là phản lực đơn vị tại liên kết k do Pm gây ra. 

     TN của kmr
.

 =TN của kmR / TN của mP  

k

mk
mk




=

.

 là chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và phương của lực Pm do 

chuyển vị cưỡng bức tại kiên kết k gây ra. 

     TN của mkr
.

 =TN của mk / TN của m  

Vậy: 

mkkmr
..

−=  

Trong hệ đàn hồi tuyến tính phản lực đơn vị tại liên kết k do lực Pm gây ra tương 

hỗ bằng chuyển vị đơn vị tương ứng với vị trí và phương của lực Pm do chuyển vị 

cưỡng bức tại liên kết k gây ra nhưng trái dấu. 

1.5. Công thức chuyển vị trong hệ thanh đàn hồi tuyến tính 

Xét hệ bất kỳ chịu (hình 1.5.1): 

+ Tải trọng Pm 

+ Chuyển vị cưỡng bức zm 

+ Thay đổi chuyển vị t2m, t1m 

Gọi trạng thái này là trạng thái thực “m” 

Yêu cầu xác định km  

 

Zjm mk "m"

j
Pk

t2m
t1m

Pm

"k"

 

Hình 1.5.1 

Cần tạo trạng thái khả dĩ “k” để lực Pk sinh công trên chuyển vị km  

- km  là chuyển vị thẳng, đặt lực tập trung Pk tại k theo phương chuyển vị cần 

tìm   

- km  là chuyển vị xoay, đặt mômen tập trung Mk tại k 

Áp dụng công thức công khả dĩ: 
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dstt
h

Mds
GA

QQ
ds

EA

NN
ds

EI

MM
zRP mmk

mkmkmk
jm

j

jkkmk )( 12 −+++=+ 




                              dstN cmk+  

Kí hiệu: 
k

k
k

P

M
M =  ;  

k

k
k

P

N
N =  ;  

k

k
k

P

Q
Q =  ;  

k

jk

jk
P

R
R =  

 

 

 

 

 

1.6. Cách vận dụng công thức chuyển vị 

1.6.1. Hệ dầm khung chịu tải trọng  

Ảnh hưởng của lực dọc và lực cắt đến chuyển vị thường nhỏ hơn ảnh hưởng của 

mômen uốn do đó có thể bỏ qua. 

ds
EI

MM mk
km =     

Ví dụ 1: Tìm yA như trên hình 1.6.1. Tiết diện thanh ngang và đứng không đổi có 

dạng chữ nhật bxh. 

A

q

z z

l

l

zz
A

Pk

"m" "k"

a) b)

 

Hình 1.6.1 

- Tạo trạng thái “k” 

- Xác định nội lực ở trạng thái “m” và “k”: 

- Nội lực trong hệ:  

Thanh ngang: 
2

2qz
M m −= ;  0=mN ;  qzQm −=  

                       zM k −= ;  0=kN ;  1−=
k

Q   

Thanh đứng: 
2

2ql
M m −= ;  qlN m −= ;  0=mQ  

                       lM k −= ;  1−=kN ;  0=
k

Q  

dstt
h

Mds
GA

QQ
ds

EA

NN
ds

EI

MM
zR mmk

mkmkmk
jm

j

jkkm )( 12 −++++−= 




                              dstN cmk+                     
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Ta có: 

dz
GA

qz
dz

EA

ql
dz

EI

qll
dz

EI

qzz
llll

km 
−−

+
−−

+
−−

+
−−

=
000

2

0

2 ))(1())(1(

2

))((

2

))((
  

( ) +=







++=+++= 1

8

5

5

4

5

8
1

8

5

228

4

22

42244

EI

ql

GAl

EI

Al

I

EI

ql

GA

ql

EA

ql

EI

ql

EI

ql
km  

Trong đó: 
GAl

EI

Al

I
22 5

4

5

8
 +=  là hệ số kể đến ảnh hưởng của lực dọc và lực cắt 

so với ảnh hưởng của mômen uốn. 

Với tiết diện chữ nhật: 2.1= ; 
12.12

23 h

bh

bh

F

I
==  

Ngoài ra 
)1(2 +

=
E

G  với  là hệ số biến dạng ngang Poisson. 

Vậy:  
2

2

2

2

2

2

1(2,11
15

2
)1.(2.

12
.2,1.

5

4

125

8

l

h

l

h

l

h
 ++=++=  

 phụ thuộc vào tỷ số 
l

h
. Khi hl   thì 0 tức là ảnh hưởng của lực dọc và lực 

cắt không đáng kể. 

1.6.2. Hệ dàn khớp chịu tải trọng 

Trong dàn chỉ tồn tại lực dọc: ds
EA

NN mk
km =  

Khi EA, kN , mN  không đổi trong từng thanh  = ds
EA

NN mk
km  

Suy ra: 

i

i i

imik

km l
EA

NN
= .

)(
 (*) 

Ví dụ:  

Xác định y5 của hệ cho trên hình 1.6.2. Biết EA=const 

450

P P

1

2 3

4
5

d d
5

4

32

1 450

Pk=1
1
2

1
2

a) b)

 

Hình 1.6.2 
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Tạo trạng thái “k” như hình vẽ. 

Áp dụng công thức (*) lập được bảng tính: 

Thanh li 
iEA)(

1
 Nim ikN  

i

iimik

EA

lNN

)(
 

1-2 d 2 /2 1/EA -P 2  - 2 /2 Pd 2  /2EA 

2-3 d 1/EA -P -1 Pd  /EA 

3-4 d 2 /2 1/EA -P 2  - 2 /2 Pd 2  /2EA 

4-5 d 1/EA P ½ Pd/2EA 

5-1 d 1/EA P ½ Pd/2EA 

5-2 d 2 /2 1/EA 0 2 /2 0 

5-3 d 2 /2 1/EA 0 2 /2 0 

   Vậy: )22(.
)(

+== 
i i

imik

km
EA

Pd

EA

NN
 mắt 5 chuyển vị thẳng đứng theo phương Pk. 

1.6.3. Hệ tĩnh định bất kỳ chịu chuyển vị cưỡng bức 

Khi liên kết tựa chuyển vị cưỡng bức, trong hệ tĩnh định không phát sinh nội 

lực: 

jk

j

jkkZ zR−=   

Ví dụ:  

Tìm chuyển vị thẳng đứng yA tại đầu tự do của khung khi ngàm chịu chuyển vị 

cưỡng bức theo phương ngang là a, phương đứng là b và xoay thuận chiều kim 

đồng hồ góc là   như trên hình 1.6.3. 

"m"

l

A


ba

A

"k"

Pk=1

0

l1  

Hình 1.6.3 

- Tạo trạng thái “k” 

- Giá trị phản lực tại các liên kết như hình 1.6.3 

Vậy:  lblbayA +=−−−= )..1.0(  
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1.6.4. Hệ tĩnh định bất kỳ chịu sự thay đổi của nhiệt độ 

Sự thay đổi nhiệt độ trong hệ tĩnh định không phát sinh nội lực: 

            dstNdstt
h

M cmkmmkkt 


 +−= )( 12       

Nếu dọc theo chiều dài từng đoạn thanh: 

+ Nhiệt độ thay đổi như nhau 

+ Vật liệu như nhau ( = const) 

+ Chiều cao h = const 

           dsNtdsMtt
h

kcmkmmkt  +−= 


)( 12  

Gọi )( kM  là diện tích biểu đồ kM  trong từng đoạn thanh ở trạng thái “k” 

       )( kN  là diện tích biểu đồ kN  trong từng đoạn thanh ở trạng thái “k” 

)()()( 12 kcmkmmkt NtMtt
h

+−=  


  

Ví dụ: 

Xác định chuyển vị ngang của C khi nhiệt độ trong khung biến đổi +t còn ngoài 

khung biến đổi -2t như hình 1.6.4. Tiết diện hình chữ nhật có chiều cao h=const 

1

1

1

Pk=1
C l

l

Mk

C

l

l +t-2t

+t
-2t

+t-2t

Nk

C
Pk=1

1

1

1

+ -

 

Hình 1.6.4 

- Xác định tcm và (t2m- t1m) 

Đặt người quan sát ở trong khung thì giá trị này như nhau cho tất cả các thanh: 

   ttttttcm
2

1
)2()(

2

1
21 −=+−=+=  ;  ttttt mm 3)2(12 =−−+=−  

- Tạo trạng thái “k” và vẽ biểu đồ nội lực như hình vẽ 

   Vậy:
h

tl
l

t
l

tll
t

h

ll
t

h
kt

23
).1(

2
).1(

22

.
3

2

.
3





=−








−+








−++=  

1.6.5. Dàn tĩnh định khi chiều dài các thanh chế tạo không chính xác 

Gọi i  là độ dôi của thanh thứ i thì ta có công thức:  

im

i

ikk N =   
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Ví dụ:  

Xác định độ võng tại k của dàn như hình 1.6.5 nếu trong khi chế tạo chiều dài 

của thanh a-b và b-c bị hụt là   

k

 
a c

"m" "k"
k

Pk=1
1
2

1
2

b)a)

 

Hình 1.6.5 

- Tạo trạng thái “k” như hình vẽ 

Sau khi tính toán ta đựơc 
2

1
,, −== kbckab NN  

- Vậy: =−−−−=  )(
2

1
)(

2

1
k  

1.7. Cách tính các tích phân trong công thức chuyển vị theo cách “nhân 

biểu đồ” 

Gèc S

S

U

US1
S

Sc
S2

S0

y

C

dS



d
a)

b)

 

Hình 1.7.1 

Áp dụng để tính chuyển vị trong hệ gồm các thanh thẳng. 

Cách tính chuyển vị theo tích phân đều có thể đưa về dạng tích phân của hai 

hàm )(s  và )(s :  =
2

1

)()(

s

s

dsssT   

Chẳng hạn:  

                    =
2

1

2

1

)()(

s

s

m

s

s

k dsssds
EI

M
M   trong đó kMs =)( ; 

EI

M
s m= )(  
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Nếu trong khoảng (s1, s2) hàm )(s  bất kỳ còn hàm )(s  có đồ thị là một đoạn 

thẳng liên tục thì có thể áp dụng cách “nhân biểu đồ” để tính T. 

Kéo dài đồ thị )(s  cắt đường chuẩn tại O. Gọi là góc nghiêng giữa đồ thị )(s  

với đường chuẩn. Từ hình vẽ ta có: 

                           tgsss )()( 0−=  ;  = ddss)(  

                          −==
2

1

2

1

)()()( 0

s

s

s

s

dtgssdsssT   

Vì tg không đổi trong (s1, s2) nên: 

                         −=
2

1

)( 0

s

s

dsstgT   

Tích phân trong vế phải của biểu thức trên chính là mômen tĩnh Su của diện tích 

trong khoảng (s1, s2) lấy đối với trục U. Trục U đi qua điểm U và vuông góc với 

đường chuẩn. Mặt khác ta đã biết mômen tĩnh Su bằng diện tích nhân với khoảng 

cách từ trọng tâm của diện tích đến trục U. 

Do đó: 
−==− )()( 00

2

1

ssSdss cU

s

s

 nên −= )( 0sstgT c  

Từ hình vẽ thấy:  ysstg c =− )( 0  

Vậy:  ydsssT

s

s

== 
2

1

)()(  

Khi hàm )(s là hằng số hoặc bậc nhất còn hàm )(s  bất kỳ thì có thể tính tích 

phân T bằng cách lấy diện tích  của biểu đồ )(s  nhân với tung độ của biểu đồ 

)(s lấy tại hoành độ tương ứng với trọng tâm của diện tích    

                                                 ))(()()(
2

1

==  

s

s

dsssT  

Công thức tính chuyển vị cho hệ chịu tải trọng như sau: 

))(())(())(( mkmkmkkm QQNNMM ++=   

Lưu ý: 

- Không viết 1/EI, 1/EA, 1/GA nhưng cần hiểu ngầm là vẫn tồn tại. 

- Không viết  nhưng hiểu ngầm là phải nhân biểu đồ trong tất cả các thanh của 

hệ rồi cộng đại số các kết quả. 

Các chú ý khi nhân biểu đồ  

- Tung độ y buộc phải lấy ở biểu đồ có dạng bậc nhất hoặc hằng số  

- Nếu  và y cùng dấu thì kết quả nhân biểu đồ sẽ dương và ngược lại 
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- Trong khoảng (s1, s2) biểu đồ lấy y  phải là đoạn thẳng liên tục không gãy. 

- Khi là hình phức tạp thì chia thành nhiều hình đơn giản (dễ tìm diện tích, dễ 

tìm trọng tâm) để nhân biểu đồ cho từng hình rồi cộng kết quả lại 

- Biểu đồ đối xứng nhân với biểu đồ phản xứng cho kết quả bằng không. 

1.8. Cách tính gần đúng các tích phân trong công thức chuyển vị 

Sinh viên tự nghiên cứu theo gợi ý sau: 

- Áp dụng trong trường hợp nào?  

- Dựa trên những giả thiết nào? 

- Nội dung như thế nào? 

1.9. Khái niệm về chuyển vị khái quát và lực khái quát 

"m"

A
B

BA
Pm

P1k P2k Pnk

"k"

a)

b)

1m
2m

nm

 

Hình 1.9.1 

Xét hệ ở hai trạng thái “m” và “k” như hình 1.9.1. 

Công khả dĩ của nhóm lực ở trạng thái “k” trên những chuyển vị khả dĩ tương 

ứng ở trạng thái “m”:  im

n

i

ikkm PT =
=1

 

Biểu thị các lực ở trạng thái “k” theo một lực Pjk: jkijik PP =  

                   **

2211 )...( kmknmnjmjmjjkkm PPT =+++=   

Trong đó jkk PP =*  và )...( 2211

*

nmnjmjmjk +++=   

Như vậy có thể biểu thị công khả dĩ của nhóm lực bằng tích của hai đại lượng vô 

hướng: 

**

1

kmkim

n

i

ikkm PPT ==
=

   

*

kP  gọi là lực khái quát. Đó là lực tưởng tượng thay thế cho các lực Pik. 

*

k  gọi là chuyển vị khái quát tương ứng với các lực *

kP  do các nguyên nhân m 

gây. 

Trong phạm vi bài toán xác định chuyển vị ta có thể vận dụng khái niệm chuyển 

vị khái quát và lực khái quát để tạo ra trạng thái “k” khi cần xác định các tập hợp 

chuyển vị. 

Giả sử cần tìm tập hợp chuyển vị (hình 1.9.2): 

321

* −+= cba  với a, b, c là các hằng số cho trước  
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Pk2=1

Pk3=1

a b

c

"m"

"k1"

"k2"

"k3"

"k"

1

Pm1

 

1 2 3

Pm2

Pk1=1

 

Hình 1.9.2 

- Khi không vận dụng khái niệm chuyển vị khái quát và lực khái quát ta cần thực 

hiện như sau: 

+ Tạo trạng thái k1, k2, k3 để tìm: 

       ))((
11 mk MM= ; ))((

22 mk MM= ; ))((
33 mk MM=   (a) 

+ Tổ hợp chuyển vị theo công thức: 

        321

* −+= cba   (b) 

- Sử dụng khái niệm chuyển vị khái quát và lực khái quát: 

Nếu thay (a) vào (b): 

      ))(())(())((
321

*

mkmkmk MMcMMbMMa −+=  

Đặt ( ) ( ) ( ) ( )
321 kkkk McMbMaM −+=  

Vậy: ( ) )(*

mk MM=  

Muốn tìm tập hợp chuyển vị i

n

i

ikm a = 
=1

* , ở trạng thái “k” cần đặt lực khái quát 

*

kP  là một nhóm n lực trong đó lực thứ i có vị trí và phương tương ứng với chuyển 

vị còn giá trị bằng hệ số ai. 

1.9.1. Chuyển vị thẳng tương đối 

Chuyển vị thẳng tương đối giữa hai điểm theo phương X là hiệu số hình chiếu 

của khoảng cách giữa hai điểm theo phương X ở lúc sau và lúc trước biến dạng. 

AB

A

X

 

Hình 1.9.3 
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Khoảng cách giữa A và B theo phương đứng (hình 1.9.3): 

+ Trước biến dạng: 0 

+ Sau biến dạng: BA −  

Vậy: BAAB −=  

Muốn tìm chuyển vị thẳng tương đối giữa hai điểm theo phương nào đó thì ở 

trạng thái “k” cần đặt lực khái quát *

kP  là hai lực tập trung bằng đơn vị, ngược chiều 

nhau tai hai điểm đang xét và hướng theo phương yêu cầu. 

1.9.2. Chuyển vị góc tương đối 

Chuyển vị góc tương đối giữa hai tiết là hiệu của góc hợp thành giữa hai tiết 

diện đó ở sau và trước khi biến dạng. 

B A



 −

 

Hình 1.9.4 

 

Góc hợp thành giữa hai tiết diện A và B (hình 1.9.4): 

+ Trước biến dạng: 0 

+ Sau biến dạng: BA  −  

Vậy: BAAB  −=  

Muốn tìm chuyển vị góc tương đối giữa hai tiết diện thì ở trạng thái “k” cần đặt 

lực khái quát *

kP  dưới dạng hai mômen đơn vị ngược chiều nhau tại hai tiết diện đó. 

B. Nội dung thảo luận 

Câu 1: 

Nêu các bước thiết lập công thức công của nội lực và công thức thế năng của hệ 

thanh đàn hồi tuyến tính. Giải thích ý nghĩa của các đại lượng trong công thức? 

Câu 2: 

Trình bày cách xác định chuyển vị khi áp dụng trực tiếp biểu thức thế năng. Nêu 

hạn chế của cách tính? 

Câu 3: 

Phân biệt chuyển vị thực và chuyển vị khả dĩ, công thực với công khả dĩ của 

ngoại lực? 

Câu 4: 

Phát biểu và chứng minh phép nhân biểu đồ theo Vêrêxaghin. Nêu các chú ý khi 

nhân biểu đồ? 
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C. Bài tập 

Bài 1: 

Viết biểu thức thế năng biến dạng đàn hồi cho hệ trên hình 1 và hình 2. Vận 

dụng biểu thức thế năng để xác định chuyển vị tương ứng với vị trí và phương của 

lực P. 

 

P

EI

EA

k

a a/2

2
a

/3

 

Hình 1 

P

k

a a/2 a/2 a/2
 

Hình 2 

Bài 2: 

Xác định chuyển vị đứng tại A, cho biết EI=const (hình 3). 

M

A

a
/2

a
/2

a a
 

Hình 3 

Bài 3: 

Xác định góc xoay tương đối giữa 2 tiết diện A và B như trên hình 4: 



                                                                                                                                    - 32 - 

a
a

q

A

B

EI=const

 

Hình 4 

Bài 4: 

Xác định chuyển vị ngang tại A, cho biết EI=const (hình 5). 

P=qa

q

P=qa

a
/2

a

a/2a/2

a
/2

A

EI=const

 

Hình 5 

Bài 5: 

Xác định chuyển vị ngang tại B, cho biết EI=1,2.105 kN.m2 (hình 6) 

q

EI

kEI

EI

kEI

EI

A B

a/2 a a/2

a
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Hình 6 

Bài 6: 

Xác định chuyển vị toàn phần tại C như trên hình 7: 

q

A B

C

kEI kEI

EI EI

a a/2

a

 

Hình 7 

Bài 7: 

Xác định chuyển vị tương đối giữa 2 tiết diện 1 và 2 như trên hình 8: 

P=qa

2a

2
a

a
kEI

EI

kEI

EI

C

1 2

A B

 

Hình 8 

Bài 8: 

Xác định góc xoay và chuyển vị thẳng tại C  như trên hình 9: 
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P=qa

CkEI kEI

EI EIa
2a/3 2a/3

 

Hình 9 

 

Bài 9: 

Cho biết khung có EI=const và chịu mômen tập trung  như trên hình 10. Xác 

định: 

- Chuyển vị thẳng đứng tại C 

- Chuyển vị thẳng tương đối giữa B và G 

- Góc xoay tại D. 

a a

a
a

M=qa2

A

B

C D

G

F

 

Hình 10 

Bài 10: 

Cho biết khung chịu tải trọng như trên hình 11, trong đó I=0,1.A. Xác định: 

- Chuyển vị thẳng đứng tại C 

- Chuyển vị thẳng tương đối giữa a và b. 
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A A

I,A I,A

I,A

A

I,A

C

a b

q

a a

a
a

/2

 

Hình 11 

 

 

 

Bài 11: 

Xác định chuyển vị ngang và chuyển vị thẳng đứng tại C như trên hình 12: 

A B

P=qa C

a a

a

 

Hình 12 
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II. CHƯƠNG 2 

TÍNH HỆ SIÊU TĨNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP LỰC 

I.1. Mục tiêu 

Hệ siêu tĩnh là hệ thường gặp trong kết cấu xây dựng, vì vậy việc tính toán hệ 

siêu tĩnh là rất quan trọng. Trong chương này giúp cho sinh viên hiểu rõ những vấn 

đề sau: 

+ Khái niệm về hệ siêu tĩnh, cách xác định bậc siêu tĩnh 

+ Nội dung của phương pháp lực dùng để tính hệ siêu tĩnh 

+ Những vấn đề cần chú ý khi tính hệ siêu tĩnh. 

I.2. Quy định hình thức học cho mỗi nội dung nhỏ 

Nội dung Hình thức học 

- Khái niệm về hệ siêu tĩnh - Bậc siêu tĩnh Giảng 

- Nội dung của phương pháp lực Giảng 

- Xác định chuyển vị trong hệ siêu tĩnh Giảng 

- Kiểm tra kết quả tính toán của phương 

pháp lực 

Giảng, thảo luận 

- Một số điều cần chú ý khi tính hệ siêu 

tĩnh bậc cao 

Sinh viên tự nghiên cứu 

- Cách vận dụng tính chất đối xứng của 

hệ đối xứng 

Giảng, thảo luận 

- Sử dụng các thanh tuyệt đối cứng để 

thay đổi vị trí và phương các ẩn số nhằm 

đơn giản hoá cấu trúc của hệ phương 

trình chính tắc 

Sinh viên tự nghiên cứu 

- Hệ dàn siêu tĩnh Giảng, thảo luận 

- Dầm liên tục Giảng, thảo luận 

I.3. Các nội dung cụ thể 

D. Nội dung lý thuyết 

2.1. Khái niệm về hệ siêu tĩnh - Bậc siêu tĩnh 

2.1.1. Hệ siêu tĩnh 

a. Định nghĩa 

Hệ siêu tĩnh là những hệ mà chỉ với các phương trình cân bằng tĩnh học không 

thôi thì chưa đủ để xác định toàn bộ các phản lực và nội lực trong hệ. Nói cách 

khác, đó là hệ bất biến hình và có liên kết thừa. 

b. Ví dụ 

Xét hệ trên  



                                                                                                                                    - 37 - 

hình (Hình 2.1.1): 

VB

B
P

VA

MA
HA A

 

Hình 2.1.1 

- Phần hệ AB chưa thể xác định được phản lực chỉ bằng các phương trình cân 

bằng tĩnh học (4 phản lực VA, HA, MA, VB nhưng chỉ có 3 phương trình) nên chưa 

thể xác định được nội lực → Vậy theo định nghĩa, hệ đã cho là hệ siêu tĩnh. 

2.1.2. Tính chất của hệ siêu tĩnh 

a. Tính chất 1 

Nội lực, biến dạng và chuyển vị trong hệ siêu tĩnh nói chung là nhỏ hơn so với 

hệ có cùng kích thước và trọng tải tác dụng. 

Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 

q

A B
C

l
2

l
2

1
8ql2

M

EI

 

B

M

1
12ql

2

q

1
8ql2

l
2

l
2

C
A

1
12ql

2

EI

 
2

max

8

ql
M = , 

4

max

5

384

ql
y

EI
=  

2

max

12

ql
M = , 

4

max

1

384

ql
y

EI
=  

b. Tính chất 2 

Trong hệ siêu tĩnh có xuất hiện nội lực do các nguyên nhân: biến thiên nhiệt độ, 

chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa và do chế tạo lắp ráp không chính xác gây ra. 

❖ Nguyên nhân biến thiên nhiệt độ 

Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 

A B

VA= 0

HA= 0

VB= 0

t1
t2

(t1>t2)

 

A B
t2
t1 (t1>t2)

M# 0  

Các liên kết không ngăn cản biến 

dạng của dầm nên không làm xuất hiện 

nội lực và phản lực. 

Các liên kết tại A và B ngăn cản biến 

dạng của dầm nên làm xuất hiện nội lực 

và phản lực. 
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❖ Nguyên nhân chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa 

Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 



VB= 0

HA= 0

VA= 0

BA

 

VB# 0VA# 0

BA C

VC # 0  

Các liên kết không ngăn cản chuyển vị 

tại B nên dầm chỉ bị nghiêng mà không 

biến dạng nên không làm xuất hiện nội 

lực và phản lực. 

Các liên kết tại A, B có xu hướng 

ngăn cản chuyển vị tại C làm cho dầm 

bị uốn cong do đó xuất hiện nội lực 

và phản lực. 

❖ Nguyên nhân chế tạo, lắp ráp không chính xác 

Dầm tĩnh định AB nếu được 

ráp thêm thanh CD vào sẽ trở 

thành hệ siêu tĩnh. Nếu thanh 

CD do chế tạo hụt 1 đoạn   

thì khi ráp vào nó sẽ bị kéo 

dãn ra đồng thời dầm AB sẽ bị 

uốn cong nên sẽ làm phát sinh 

nội lực và phản lực trong hệ. 

 

A B

VA= 0

HA= 0

VB= 0

VC # 0

D

C

 

c. Tính chất 3 

Nội lực trong hệ siêu tĩnh phụ thuộc vào độ cứng của các cấu kiện trong hệ (EI, 

EA, GA ....) 

→ Nhận xét: Hệ siêu tĩnh chịu lực tốt hơn hệ tĩnh định. 

2.1.3. Bậc siêu tĩnh 

a. Định nghĩa 

Bậc siêu tĩnh là số các liên kết thừa tương đương với liên kết loại 1 ngoài số liên 

kết cần thiết để cho hệ bất biến hình. Ký hiệu n. 

b. Cách xác định 

   Có thể sử dụng công thức liên hệ giữa số lượng các miếng cứng và các liên kết 

giữa chúng trong phần phân tích cấu tạo hình học của hệ để xác định: 

          n = T + 2K + 3H + C - 3D   (Cho hệ bất kỳ có nối đất) 

          n = T + 2K + 3H - 3(D - 1)  (Cho hệ bất kỳ không nối đất) 

          n = D - 2M + C   (Cho hệ dàn có nối đất) 

          n = D - 2M + 3  (Cho hệ dàn không nối đất) 
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Ví dụ: Xác định bậc siêu tĩnh của hệ trên hình (Hình 2.1.2 & Hình 2.1.3) 

 

 

Hình 2.1.2 

1 2 3

6
5

4
 

Hình 2.1.3 

- Hệ trên hình 2.1.2 có n = 0 + 2.0 +3.0 + 6 - 3.1 = 3 

- Hệ trên hình 2.1.3 có n = 11 - 2.6 + 3 = 2 

Cách phân tích các chu vi kín của hệ: 

Xét 1 chu vi hờ trên hình (Hình 2.1.4a), đây là hệ tĩnh định. 

P P

1

1
k

a) 

 

PP

 

b) 

 

P P

 

c) 

 

P P

Mèi Hµn

d) 

Hình 2.1.4 

- Nếu nối chu vi đó bằng 1 liên kết thanh (Hình 2.1.4b) thì hệ thu được là hệ siêu 

tĩnh bậc 1 (n=1). 

- Nếu nối chu vi bằng 1 liên kết khớp (Hình 2.1.4c) thì hệ thu được là hệ siêu tĩnh 

bậc 2 (n=2). 

- Nếu nối chu vi đó bằng 1 liên kết hàn (Hình 2.1.4d) thì hệ thu được là hệ siêu 

tĩnh bậc 3 (n=3). Hệ lúc này được gọi là chu vi kín. 

Phân tích ngược lại ta thấy 1 chu vi kín có bậc siêu tĩnh bằng 3, nếu thêm vào 1 

khớp đơn giản thì bậc siêu tĩnh sẽ giảm đi 1. Vậy nếu gọi V là số chu vi kín, K là số 

liên kết khớp đơn giản của hệ thì bậc siêu tĩnh của hệ đựơc tính bằng công thức: 

                                        n= 3V - K    

 

a) 

 

 

 

b) 
 

c) 
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d) 

 

e)  
 

f) 

Hình 2.1.5 

- Hệ trên hình 2.1.5a có n = 3.1 - 0 = 3 

- Hệ trên hình 2.1.5b có n = 3.2 - 5 = 1 

- Hệ trên hình 2.1.5c có n = 3.3 - 7 = 2 

- Hệ trên hình 2.1.5d có n = 3.4 - 0 = 12 

Chú ý: Cần quan niệm trái đất là 1 chu vi hở (miếng cứng tĩnh định). 

Nếu quan niệm hệ gồm 4 chu vi kín trên hình 2.1.5f thì bậc siêu tĩnh của hệ n =12. 

Đây là quan niệm sai vì trái đất tạo thành 1 chu vi kín. Quan niệm hệ gồm 3 chu vi 

kín như trên hình 2.1.5e là quan niệm đúng, lúc này n =3.3 - 0 = 9 

2.2. Nội dung của phương pháp lực 

2.2.1. Hệ cơ bản của phương pháp lực 

   Hệ cơ bản của phương pháp lực là hệ được suy ra từ hệ đã cho bằng cách loại bỏ 

một số hay tất cả các liên kết thừa. 

   + Nếu loại bỏ tất cả các liên kết thừa thì hệ cơ bản sẽ là hệ tĩnh định ( thường sử 

dụng cách này). 

   + Nếu loại bỏ một số các liên kết thừa thì hệ cơ bản sẽ là hệ siêu tĩnh bậc thấp 

hơn. 

   Yêu cầu: Hệ cơ bản phải là hệ bất biến hình và nên thuận tiện cho việc tính toán. 

   Ví dụ: Lập hệ cơ bản phương pháp lực của hệ siêu tĩnh trên hình 2.2.1.a 

    Hệ đã cho có bậc siêu tĩnh n= 3. Với hệ cơ bản tĩnh định có thể được tạo như trên 

các hình 2.2.1b, c, d. 

 

a) 

 

b) 

 

c) 

 

d) 

Hình 2.2.1 
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→ Nhận xét: Với một hệ siêu tĩnh đã cho có thể có vô số hệ cơ bản được tạo ra. 

2.2.2. Hệ phương trình cơ bản của phương pháp lực 

   Khi tính hệ siêu tĩnh, ta không được tính trực tiếp trên hệ đó mà tính hệ cơ bản 

của nó. Tuy nhiên hệ cơ bản và hệ ban đầu là có sự khác nhau. Để hệ cơ bản làm 

việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu của nó ta cần so sánh và bổ sung thêm các điều kiện. 

   Ta đi so sánh hệ siêu tĩnh hình 2.2.2 và hệ cơ bản của nó hình 2.2.3 

Hệ siêu tĩnh Hệ cơ bản 

HD

MDVD

A

B
P

C

D

 

Hình 2.2.2 

D

C
P

B

A

X2
X3

X1

 

Hình 2.2.3 

- Tại D tồn tại các phản lực VD, VD, MD 

- Tại D không tồn tại chuyển vị 

- Tại D không tồn tại các phản lực  

- Tại D tồn tại chuyển vị 

 → Vậy để cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu thì trên hệ cơ bản 

cần: 

+ Đặt thêm vào D các lực (X1,X2.X3) tương đương thay thế ( HD,VD,MD). 

+ Thiết lập điều kiện chuyển vị tại D do (X1,X2 ,X3,P) gây ra bằng không. 

Tổng quát:  

  Cho hệ siêu tĩnh chịu các nguyên nhân: tải trọng (P), biến thiên nhiệt độ (t), 

chuyển vị cưỡng bức tại các gối tựa (Z) và chọn hệ cơ bản bằng cách loại bỏ n liên 

kết thừa. Để hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu trên hệ cơ bản cần: 

+ Đặt thêm các lực (X1,X2,...,Xn) tương ứng vị trí và phương các liên kết bị loại 

bỏ, có chiều tuỳ ý. Những lực này chưa biết và giữ vai trò ẩn số. 

+ Thiết lập điều kiện chuyển vị tương ứng vị trí và phương các liên kết bị loại bỏ 

do các nguyên nhân (X1,X2,...,Xn,P,t,Z)=0 (chính xác hơn là bằng như trên hệ siêu 

tĩnh ban đầu). Điều kiện này có thể viết dưới dạng: 

1 1 2

2 1 2

1 2

( , ,..., , , , ) 0

( , ,..., , , , ) 0

...............

( , ,..., , , , ) 0

n

n

n n

X X X X P t Z

X X X X P t Z

X X X X P t Z

 =

 =


 =
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Hệ trên được gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp lực. 

Chú ý: 

- Nếu tạo hệ cơ bản bằng cách loại bỏ liên kết giữa miếng cứng và miếng cứng thì 

trên hệ cơ bản phải đặt vào những cặp lực trực đối nhau tại các liên kết bị loại bỏ và 

điều kiện chuyển vị chính và chuyển vị tương đối giữa hai tiết diện 2 bên liên kết bị 

loại bỏ bằng không. Ví dụ hệ cơ bản hình 2.2.5 của hệ trên hình 2.2.4: 

P

 

Hình 2.2.4 

X1

X2
X3

P

X2X3

X1

 

Hình 2.2.5 

- Trường hợp liên kết trong hệ chịu chuyển vị cưỡng bức và khi tạo hệ cơ bản ta 

loại bỏ liên kết này. Ví dụ xét hệ siêu tĩnh trên hình 2.2.6 và hệ cơ bản của nó trên 

hình 2.2.7: 

a

A

P
B

(t,Z)

 

Hình 2.2.6 

B
P

A

X1(t,Z)

 

Hình 2.2.7 

X1

(t,Z)

B
P

A

X1

n
m

 

Hình 2.2.8 

Lúc này chuyển vị tại B theo phương X1 sẽ bằng chuyển vị cưỡng bức. Hệ phương 

trình cơ bản sẽ là: X1(X1,P,t,Z) = - a. 

Lấy dấu âm trước a khi X1 ngược chiều chuyển vị cưỡng bức. 

- Cũng trong trường hợp chuyển vị cưỡng bức nhưng nếu tạo hệ cơ bản bằng cách 

loại bỏ liên kết này, ví dụ hệ cơ bản tạo trên hình 2.2.8. 

Có thể xem đây là trường hợp loại bỏ liên kết giữa miếng cứng và miếng cứng nên 

trên hệ cơ bản ta đặt thêm cặp X1. Dù rằng tại tiết diện bị cắt, n có tồn tại chuyển vị 

do liên kết bị chuyển vị cưỡng bức nhưng chuyển vị của chúng theo phương X1 vẫn 

bằng không nên hệ phương trình cơ bản: X1(X1,P,t,Z)= 0 
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2.2.3. Hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực 

Xét phương trình thứ k của hệ phương trình cơ bản: 

                     Xk(X1, X2,......, Xn,P t,Z) = 0 

Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng, khai triển: 

       Xk(X1) + Xk(X2) + ...+Xk(Xn) + Xk(P) + Xk(t) + Xk(Z) = 0 

Gọi  km là chuyển vị tương ứng với vị trí và phương Xk do riêng P,t,Z gây ra trên 

hệ cơ bản, ta có: 

                   Xk(P)=  kP, Xk(t)=  kt, Xk(Z)=  kz  

Cho m = 1,n  và thay tất cả vào ta được: 

11 1 12 2 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 2

1 1 2 2

... 0

... 0

.....................

... 0

n n P t Z

n n P t Z

n n nn n nP nt nZ

X X X

X X X

X X X

  

  

  

+ + + +  +  +  =


+ + + +  +  +  =


 + + + +  +  +  =

 

Hệ phương trình trên được gọi là hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực 

với các ẩn số (X1, X2,......, Xn). 

Trong đó: 

 kk: gọi là hệ số chính,  kk>0 

 km(k m): gọi là hệ số phụ,  km =  mk 

 kP,  kt,  kz: là các số hạng tự do. 

2.2.4. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc 

Như đã nói trong phần hệ phương trình chính tắc, ý nghĩa của các hệ số và các số 

hạng tự do là chuyển vị trên hệ cơ bản do các nguyên nhân tương ứng gây ra. Vậy 

việc xác định chúng là đi thực hiện bài toán tìm chuyển vị. 

a. Hệ số chính và phụ ( km) 

+ Trạng thái “m”: tính hệ cơ bản chịu nguyên nhân Xm  = 1. Xác định nội lực M m 

, N m , Q m 

+ Tạo trạng thái “k”: đặt lực Pk = 1 tương ứng và vị trí của lực Xk trên hệ cơ bản. 

Xác định nội lực M k, N k, Q k .Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

km

k m k m k m
M M N N Q Q

ds ds ds
EI EA GA

 = + +      

Nếu cho phép áp dụng phép “nhân biểu đồ” Vêrêxaghin: 

( )( ) ( )( ) ( )( )k m k m k mkm
M M N N Q Q = + +  
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b. Số hạng tự do 

❖ Do tải trọng:( kP) 

+ Trạng thái “m”: tính hệ cơ bản chịu tải trọng. Xác định nội lực M o

p , N o

p , Q o

p  

+ Tạo trạng thái “k”: tương tự lúc xác định  km.  

Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

 kP = M k .
EJ

M o

p
 ds + N k . 

EF

N o

p
ds + vQk . 

GF

Q o

p
 ds 

Nếu cho phép áp dụng phép “nhân biểu đồ” Vêrêxaghin: 

 kP = ( M m )( M o

p ) + ( N m)( N o

p ) + (Q m)( Q o

p ) 

❖ Do biến thiên nhiệt độ ( kt) 

+ Trạng thái “m”: là hệ cơ bản chịu nguyên nhân biến thiên nhiệt độ. Nếu hệ cơ 

bản là tĩnh định nguyên nhân này sẽ không gây ra nội lực. Công thức thiết lập dưới 

đây chỉ xét cho trường hợp này. 

+ Trạng thái “k”: tương tự lúc xác định  km. 

Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

 kt =  t
h

(


2m - t1m) M kds  +  t cm N k ds 

Trong trường hợp  ,h, t2m ,t1m ,tcm = const trên từng đoạn thanh thì: 

 kt =  t
h

(


2m - t1m) ( M k )ds  +  t cm  ( N k) 

Ý nghĩa cụ thể và dấu của các đại lượng xem trong chương chuyển vị. 

❖ Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa ( kz) 

+ Trạng thái “m”: là hệ cơ bản chịu nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức của các 

gối tựa. Nếu hệ cơ bản là tĩnh định nguyên nhân này không gây ra nội lực. Công 

thức thiết lập dưới đây chỉ xét cho trường hợp này. 

+Trạng thái “k”: tương tự lúc xác định  km, nhưng chỉ xác định R jk. 

Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

 kz = - R jk.Zj 

Ý nghĩa cụ thể và dấu của các đại lượng, xem trong chương chuyển vị. 

Chú ý: Nếu Xk lấy bằng 1 thì có thể lấy Xk thay thế cho Pk = 1 khi tạo trạng thái 

“k” để xác định các hệ số. 
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2.2.5. Cách tìm nội lực trong hệ siêu tĩnh 

a. Cách tính trực tiếp 

 Sau khi giải hệ phương trình chính tắc xác định các ẩn số Xk (k = n,1 ), ta xem 

chúng như các ngoại lực tác dụng lên hệ cơ bản cùng với các nguyên nhân tác dụng 

lên hệ siêu tĩnh ban đầu. Giải hệ cơ bản cùng các nguyên nhân này sẽ tìm được các 

nội lực của hệ. Vì hệ cơ bản thường là hệ tĩnh định nên có thể sử dụng các phương 

pháp đã quen biết để tìm nội lực. 

b. Cách áp dụng nguyên lý cộng tác dụng 

Xét một đại lượng nghiên cứu S nào đó (nội lực, phản lực, chuyển vị, biểu đồ nội 

lực...). Theo cách tính trực tiếp nói trên ta có thể thay thế việc xác định S trên hệ 

siêu tĩnh bằng cách xác định đại lượng S trên hệ cơ bản chịu nguyên nhân tác dụng 

lên hệ siêu tĩnh ban đầu và các lực Xk đồng thời tác dụng. 

      S = S (X1, X2,..., Xn,P,t,Z) 

Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng: 

      S = S(X1) + S(X2) +... S(Xn) + S(P) + S(t) + S(Z)  

Gọi S k là đại lượng S do riêng Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản, ta có: S(Xk) = S k.Xk 

Gọi S o

p , S o

t
, S o

Z lần lượt là đại lượng S do riêng P, t ,Z gây ra trên hệ cơ bản, thế 

thì: 

      S(P) = S o

p , S(t) = S o

t
, S(Z) = S o

Z  

Cho k = n,1 , thay thế tất cả vào ta được : 

S = S 1.X1 + S 2.X2 +.... S n.Xn+ S o

p + S o

t
+ S o

Z     

Chú ý: 

- Đại lượng S có thể được xác định  ngay nếu có sẵn S k, S
o

p , S o

t
, S o

Z  

- Nếu đại lượng S là phản lực hay nội lực và hệ cơ bản là tĩnh định thì các đại 

lượng S o

p , S o

t
, S o

Z  sẽ không tồn tại. 

Sau đây ta sẽ vận dụng biểu thức trên để vẽ các biểu đồ nội lực. 

❖ Biểu đồ mômen uốn (M) 

Đối với những hệ dầm và khung gồm những thanh thẳng, trong các bước tính toán 

trung gian người ta thường bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc và lực cắt đến chuyển vị. 

Do đó khi xác định các hệ số người ta không vẽ các biểu đồ (Q), (N) mà chỉ vẽ biểu 

đồ mômen (M). Trong những trường hợp này biểu đồ mômen của hệ được vẽ theo 

biểu thức trên là tiện lợi nhất. Thay đại lượng S bằng biểu đồ (M) ta được: 

(M) = ( M 1).X1 + ( M 2).X2 +....( M n).Xn+ (M o

p )+ (M o

t
)+ (M o

Z ) 

❖ Biểu đồ lực cắt (Q) 
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   Như phân tích trên, sẽ không thuận lợi nếu vẽ biểu đồ (Q) theo biểu thức trên. 

Sau đây sẽ trình bày cách vẽ biểu đồ lực cắt theo biểu đồ (M) đã vẽ. Để thuận tiện 

cho việc áp dụng, ta đi thiết lập công thức tổng quát xác định lực cắt ở 2 đầu 1 đoạn 

thanh thẳng ab tách ra từ hệ chịu tải trọng phân bố liên tục hướng theo 1 phương bất 

kỳ và có qui luật bất kỳ như trên hình  2.2.9. 

l


Qtr
Mtr

Ntr

Nph

Qph Mphb

a

qq

l l

 

Hình 2.2.9 

   Tải trọng tác dụng được mô tả trên hình 2.2.9. Trong đó q, Mtr, Mph đã biết và Qtr, 

Ntr, Qph, Nph chưa biết, giả thiết có chiều dương theo vị trí người quan sát nhìn sao 

cho tải trọng phân bố q hướng xuống. Từ các điều kiện cân bằng mômen với điểm b 

và a, ta suy ra: 

cos cos
ph tr

tr

q

M M
Q

l
  

−
= +  

cos cos
ph tr

ph

q

M M
Q

l
  

−
= −  

Trong đó: 

q: là hợp lực của tải phân bố q trên đoạn thanh ab. 

   l, l: lần lượt là khoảng cách từ hợp lực q đến đầu trái và phải của thanh ab 

theo phương nằm ngang. Nếu tải trọng tác dụng lên thanh ab là phân bố đều: 

   q = const thì  q 
 = ql ,  = =

2

1
 

Thay vào biểu thức: 

                           
1

cos cos
2

ph tr

tr M M
Q ql

l
 

−
= +  

                           
1

cos cos
2

ph tr

ph M M
Q ql

l
 

−
= −  

Nếu trên đoạn thanh ab không chịu tải trọng: q = 0 thì q = 0. Thay vào biểu thức: 

                          cos
ph tr

tr ph M M
Q Q

l


−
= =  
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Sau khi xác định được lực cắt từ hai đầu mỗi đoạn thanh cũng chính là tại các tiết 

diện đặc trưng, tiến hành vẽ biểu đồ lực cắt dựa vào dạng đường của nó như trong 

phần vẽ biểu đồ nội lực của hệ tĩnh định. 

❖ Biểu đồ lực dọc 

   Cũng tương tự cho biểu đồ (Q),biểu đồ lực dọc (N) được vẽ bằng cách suy ra từ 

biểu đồ lực cắt. Cách thực hiện như sau: 

   + Tách và xét cân bằng hình chiếu cho mỗi nút của hệ sao cho tại mỗi nút có 

không quá hai lực dọc chưa biết.  

   + Khi khảo sát cân bằng ngoài tải trọng tác dụng lên nút còn có nội lực tại các 

đầu thanh quy tụ vào nút, bao gồm: mômen uốn (đã biết nhưng không cần quan 

tâm), lực cắt (đã biết, lấy trên biểu đồ lực cắt), lực dọc (chưa biết, giả thiết có chiều 

dương) 

    Ngoài ra, khi xác định lực dọc cũng có thể vận dụng mối quan hệ giữa lực dọc 

tại hai đầu thanh từ điều kiện của thanh được vẽ trên hình (Hình 2.2.9). 

Nph = Ntr + q 
 .sin  

Từ phương trình trên cho thấy nếu trên đoạn thanh không chịu tải trọng hoặc tải 

trọng tác dụng vuông góc với trục thanh thì lực dọc tại hai đầu sẽ bằng nhau và 

cùng gây kéo hoặc gây nén. 

Sau khi xác định được lực dọc tại 2 đầu mỗi đoạn thanh, tiến hành vẽ biểu dồ lực 

dọc như trong phần vẽ biểu đồ nội lực của hệ tĩnh định. 

2.2.6. Các ví dụ về phương pháp lực 

Ví dụ 1: Vẽ các biểu đồ nội lực trên hình (Hình 2.2.10a). Cho biết độ cứng trong 

thanh đứng là EI, trong thanh ngang là 2EI. 

A

P=2T
D

B

C

4m

3
m

q=1.2T/m

 

Hình 2.2.10a 

 

X1

 

Hình 2.2.10b 

X1

M1

3 3

33

 

Hình 2.2.10c 

a. Bậc siêu tĩnh. 

n = 3V - K = 3.1 - 2 = 1 

b. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc 

- Hệ cơ bản : tạo trên hình 2.2.10b. 

- Hệ phương trình chính tắc: 
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           11X1 +  1P = 0 

c. Xác định các hệ số của phương trình chính tắc 

- Vẽ các biểu đồ ( M 1), ( M
o

p ): (Hình 2.2.10c&d): 

11 = ( M 1). ( M 1) = 
1 3.3 2

. . .3
2 3EI

 
 
 

.2 + 
1

2EI
.3.4.3 = 

36

EI
 

 1P  = ( M 1).( M
o

p ) = 
1 3.3 2 1 6.4 2

. . .6 .4.2,4
2 3 2 2 3EI EI

 
+ + 

 
.3 = 

45,6

EI
 

Thay vào phương trình chính tắc:  

36

EI
.X1 + 

45,6

EI
 = 0 → X1 = 

36

6,45−
= -1,266 < 0 

c. Vẽ các biểu đồ nội lực 

❖ Mômen 

          (M) =( M 1).X1 + ( M o

p ) 

( M 1).X1: lấy tung độ trên biểu đồ ( M 1) nhân với giá trị X1= -1,266. Dấu “-’’ có 

nghĩa là ta phải đổi dấu của tung độ sau khi nhân vào. Sau đó lấy tổng đại số các 

tung độ trên 2 biểu đồ ( M 1).X1 và ( M o

p ) sẽ được biểu đồ (M). Kết quả trên hình vẽ 

(Hình 2.2.10e) 

❖ Lực cắt 

 Được vẽ bằng cách suy ra từ (M) 

-Trên đoạn AC: q = 0  

Qtr = Qph = 733,01.
3

02,2
cos =

−
=

−


l

MM trph

 

-Trên đoạn BD: q = 0 

Qtr = Qph = 226,11.
3

08,3
cos =

−
=

−


l

MM trph

 

- Trên đoạn CD: q = const 

Qtr = 9,04.2,1.
2

1
1.

4

)2,2(8,3
cos

2

1
cos =+

−−
=+

−
 ql

l

MM trph

 

Qph = 9,34.2,1.
2

1
1.

4

)2,2(8,3
cos

2

1
cos −=−

−−
=−

−
 ql

l

MM trph

 

Dựng tung độ vừa tính và vẽ biểu đồ (Q) như trên hình 2.2.10f 
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M0
P

6

6

2.4

 

Hình 2.2.10d 

M
(T.m)

2.2
2.2

2.4

3.8
3.8

 

Hình 2.2.10e 

+ +

-
+

(T)
Q

0.9

0.733

3.9

1.266

 

Hình 2.2.10f 

❖ Lực dọc 

Suy ra từ các biểu đồ lực cắt (Q): 

- Tách nút C: 

              







−=−=→=

−=−=→=




9,00

266,10

12

21

QNY

PQNX
 

- Tách nút D: 

              







−=−=→=

−=−=→=




9,30

266,10

34

43

QNY

QNX
 

N1 giống N3 theo quan hệ lực dọc tại 2 đầu mỗi đoạn. Suy ra lực dọc tại A và C 

theo N2 và N4. 

Kết quả biểu đồ (N) được vẽ trên hình 2.2.10k 

Q2=0.733

N2

Q1=0.9

N1P=2
C

 

Hình 2.2.10g 
N4

Q4=1.266

Q3=3.9

N3

D

 

Hình 2.2.10h 

1.266

N
(T)

-

0.9 3.9

- -

 

Hình 2.2.10k 

Ví dụ 2: Vẽ các biểu đồ nội lực trên hình 2.2.11. Cho biết độ cứng trong thanh 

đứng là 2EI, trong thanh ngang là EI. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 
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P=2T

B

C

D

A

3m 3m

4
m

q=1.2T/m

 

Hình 2.2.11a 

 

X1 X2

 

Hình 2.2.11b 

a. Bậc siêu tĩnh 

        n = 3V - K = 3.2 - 4 = 2 

b. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc 

- Hệ cơ bản : tạo trên hình 2.2.11b 

- Hệ phương trình chính tắc: 

        




=++

=++

0

0

2222121

1212111

P

P

XX

XX




 

c. Xác định các hệ số của phương trình chính tắc 

- Vẽ các biểu đồ ( M 1), ( M 2),( M
o

p ):  

X1

3

3

M1

 

Hình 2.2.11c 

X2

3

3

M2

 

Hình 2.2.11d 

5.4 1.35

13.4

M0
p

 

Hình 2.2.11e 

11 = ( M 1)( M 1)= 
1 3.3 2

. . .3
2 3EI

 
 
 

+
1 27

.3.4.3
2EI EI

=  

=12 =21 ( M 1)( M 2)= -
1 18

.3.4.3
2EI EI

−
=  

=22 ( M 2)( M 2)= 11 =
27

EI
 

 1P  = ( M 1).( M
o

p ) = 
1 13,4 5,4 56,4

. .4.3
2 2EI EI

+
=   

 2P  =( M 2).( M
o

p )= - 1P -
1 5,4.3 2 1 2 3 68.55

. . .3 . .3.1,35.
2 3 3 2EI EI EI

+ = −  
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Thay vào hệ phương trình chính tắc sau khi đã bỏ đi EI dưới mẫu số: 





=−+−

=+−

055,68.27.18

04,56.18.27

21

21

XX

XX
     Giải ra được 





=

−=

0036,2

0713,0

2

1

X

X
 

d. Vẽ các biểu đồ nội lực 

❖ Mômen 

(M) =( M 1).X1 + ( M 2).X2 +( M o

p ) 

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (hình 2.2.11f) 

❖ Lực cắt 

Suy ra từ biểu đồ (M) 

- Trên đoạn BC: q = 0  

→Qtr = Qph = 713,01.
3

0139,2
−=

−−
 

- Trên đoạn AC: q = 0  

→Qtr = Qph = 21.
4

)072,5(928,2
=

−−
 

- Trên đoạn CD: q = const. 

Qtr = 537,11.3.2,1.
2

1
1.

3

789,00
=+

−
 

Qph = 063,21.3.2,1.
2

1
1.

3

789,00
−=−

−
 

Kết quả vã biểu đồ lực cắt thể hiện trên hình vẽ (hình 2.2.11g) 

❖ Lực dọc 

Suy ra từ các biểu đồ (Q) 

+ Tách và xét cân bằng nút B 

+ Tách và xét cân bằng nút C 

Sau đó suy ra lực dọc tại các đầu thanh còn lại và vẽ được biểu đồ (N) như trên 

hình 2.2.11h. 

2.139

2.928

1.35

0.789

5.072

M

(T.m)

 

Hình 2.2.11f 

1.537

0.713
2.063

2

+

+

--

(T)

Q

 

Hình 2.2.11g 

-

-

2

2.25

(T)

N

 

Hình 2.2.11h 
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2.3. Xác định chuyển vị trong hệ siêu tĩnh 

2.3.1. Nguyên tắc chung 

Công thức tính chuyển vị Maxwell-Morh là công thức tổng quát áp dụng cho cả 

hệ tĩnh định và hệ siêu tĩnh. Trong công thức này ta phải tính hệ với 2 trạng thái: 

- Trạng thái “m”: là trạng thái ban đầu của hệ. 

- Trạng thái “k”: được tạo ra bằng cách đặt lực Pk = 1 tương ứng với vị trí và 

phương chuyển vị trên sơ đồ tính ban đầu của hệ. 

Chẳng hạn, để xác định chyển vị ngang tại C của hệ trên hình 2.3.1a 

- Ở trạng thái “m” ta tính hệ siêu tĩnh ban đầu (hình 2.3.1b) 

- Ở trạng thái “m” ta tính hệ siêu tĩnh đó 1 lần nữa do Pk = 1 gây ra (hình 2.3.1c) 

Sau khi tính giải nội lực, thực hiện công thức Morh hoặc nhân biểu đồ 

Vêrêxaghin sẽ được kết quả. 

Nhận xét: Ta phải tính hệ siêu tĩnh 2 lần → khối lượng tính toán nặng nề. 

P

C D

A B
 

Hình 2.3.1a 

P

Mm

 

Hình 2.3.1b 

 

Pk=1

Mk

 

Hình 2.3.1c 

2.3.2. Cách sử dụng hệ cơ bản 

Không mất tính tổng quát, ta phân tích cho bài toán xác định chuyển vị của hệ 

trên hình 2.3.1a. Giả sử chọn hệ cơ bản của nó trên hình 2.3.1d. (X1,X2,X3) là 

nghiệm của hệ phương trình chính tắc. 

Khi giải hệ trên hình 2.3.1a bằng hệ cơ bản trên hình 2.3.1d thì 2 hệ này là 

tương đương nhau. Nghĩa là nội lực, biến dạng và chuyển vị của 2 hệ là như nhau. 

Ta thử đi tìm chuyển vị trên hệ cơ bản. Để tìm chuyển vị trên hình 2.3.1d, ở trạng 

thái “m” ta cũng cần phải giải tìm X1,X2,X3. Nghĩa là tương đương với trạng thái 

“m” trên hình 2.3.1b. Tuy nhiên ở trạng thái “k” được tạo ra trên hình 2.3.1e thì tính 

khá dễ dàng vì là hệ tĩnh định. Lúc này nội lực ở trạng thái “k” được ký hiệu: 

o

k

o

k
o

k QNM ,,  
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BA

DC

P

X2

X1

X3 

Hình 2.3.1d 

Pk=1

M0
k

 

 Hình 2.3.1e 

Vậy khi tính chuyển vị trong hệ siêu tĩnh ta tạo trạng thái k trên hệ cơ bản thay 

vì trên hệ siêu tĩnh ban đầu. Biểu thức Maxwel-Morh trong trường hợp hệ chịu các 

nguyên nhân (P, t, Z): 

      −++= ds
EI

QQ
ds

EF

NN
ds

EI

MM m

o

km

o

km

o

k

km   

            +−+− dsNtdsMtt
h

ZR
o

kcm

o

kmmjm

o

jk 


)( 12  

Nếu cho phép áp dụng “nhân biểu đồ Vêrêxaghin” và các đại lượng  ,h,t2m ,t1m 

,tcm = const trên từng đoạn : 

 (Ý nghĩa của các đại lượng xem trong chương chuyển vị của hệ thanh). 

Chú ý: 

- Các đại lượng xác định ở trạng thái “k” có ký hiệu chỉ số không kèm theo là 

biểu thị cho việc tạo trên hệ cơ bản. 

- Vì có nhiều cách tạo hệ cơ bản nên trạng thái “k” sẽ có nhiều sơ đồ tính, ta nên 

chọn hệ cơ bản để tạo sao cho việc tính toán và nhân biểu đồ được dễ dàng. 

2.4. Kiểm tra kết quả tính toán của phương pháp lực 

     Do phải thực hiện nhiều phép tính trung gian khi giải hệ siêu tĩnh nên dễ mắc 

phải những sai số lớn hoặc sai lầm trong kết quả cuối cùng. Để tránh những sai số 

lớn ta phải tính chính xác các phép tính trung gian. Để tránh những sai lầm ta cần 

kiểm tra kết quả. 

2.4.1. Kiểm tra quá trình tính toán  

a. Kiểm tra các biểu đồ đơn vị )( kM và biểu đồ )( o

pM  

- Sử dụng các liên hệ vi phân và điều kiện cân bằng của từng phần hệ tách ra để 

kiểm tra. 

- Vẽ biểu đồ ( )sM  do các lực X1 = X2 =....Xn=1 đồng thời tác dụng lên hệ cơ bản 

gây ra.  

2 1
( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

o o o o o

k m kk m kkkm m m m cm
M M N N Q Q t t M t N

h


 = + + + −  +  
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Kiểm tra mối quan hệ: 

)(...)()()( 21 ns MMMM +++=   (2-14) 

b. Kiểm tra các hệ số: )( km  

Biểu thức kiểm tra:  





= =

=

=

=++=

n

k

n

m

kmss

n

i

kiknkkks

MM

MM

1 1

1

21

))((

...))((





  (2-15) 

Chứng minh các điều kiện kiểm tra: 

- Theo ý nghĩa của biểu đồ ( )sM và các biểu đồ )( kM nên theo nguyên lý cộng 

tác dụng, điều kiện (2-14) phải thoả mãn. 

- Thay (2-14) vào 2 điều kiện bên dưới và khai triển sẽ có 2 điều kiện (2-15). 

c. Kiểm tra các số hạng tự do 

❖ Kiểm tra: )( kp  

Biểu thức kiểm tra: 


=

=
n

k

kP

o

ps MM
1

))((  (2-16) 

Thay( )sM  từ điều kiện (2-14) vào và khai triển ta được điều kiện (2-16). 

❖ Kiểm tra: )( kt  

Biểu thức kiểm tra: 

  
=

=−+
n

k

ktssc Mtt
h

Nt
1

12 )()()(.


   (2-17) 

Trong đó )(),( ss NM   lần lượt là diện tích biểu đồ mômen và lực dọc do X1 = 

X2=...Xn =1 đồng thời tác dụng lên hệ cơ bản gây ra.  

Theo nguyên lý cộng tác dụng: 

         
)(....)()()(

)(....)()()(

21

11

ns

ns

NNNN

MMMM

++=

++=
 

Thay vào ta sẽ chứng minh được điều kiện (2-17) 

❖ Kiểm tra: ( kZ ) 

Biểu thức kiểm tra:  

 =− kZjmjs ZR .    (2-18) 

Trong đó: 

jsR  là phản lực tại liên kết j do X1 = X2 =....Xn=1 đồng thời tác dụng lên hệ cơ 

bản gây ra. 
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Chứng minh tương tự các biểu thức trên. 

d. Kiểm tra việc giải hệ phương trình chính tắc 

   Do việc làm tròn số khi tính toán giải hệ phương trình chính tắc nên khi thay 

thế ngược các lực Xk đã tìm được vào thì các phương trình thường khác không. 

Người ta đánh giá sai số của mỗi phương trình dưới dạng sai số tương đối : 

  
−

= %100.
A

BA
   (2-19 ) 

Trong đó:  

A, B: là tập hợp các số liệu của mỗi phương trình cần kiểm tra dưới dạng A-B. 

[]: sai số tương đối cho phép. 

2.4.2. Kiểm tra kết quả cuối cùng 

Biểu thức kiểm tra : 

kZktkMM −−=))((  

           −−= kZktsMM ))((  (2-20) 

Chứng minh điều kiện kiểm tra: 

         

 −−=

−−=

−−=+++

−−=+++

=+++++

kZkts

kZktk

kZkt

o

pnnk

kZkt

o

pknnkkk

kZktkpnknkk

MM

MM

MXMXMXMM

MMXMMXMMXMM

XXX

))((

))((

))(...)((

))(())(...())(())((

0....

2211

2211

2211 

 

Chứng minh tương tự. 

Ví dụ: Vẽ biểu đồ mômen và kiểm tra lại kết quả tính của hệ trên hình 2.4.1. 

Cho độ cứng trong tất cả các thanh là EI = const. 

P

a a

a

 

Hình 2.4.1 

X1

X2

 

Hình 2.4.2 
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X1
2a

a

M1

 

Hình 2.4.3 

X2

a

M2

 

Hình 2.4.4 

 

a. Vẽ biểu đồ mômen (M) 

- Bậc siêu tĩnh n = 2 

- Hệ cơ bản được tạo trên hình 6.4.2. 

- Các hệ số được xác định: 

3

1 1
11

1 2 .2 2 8
( )( ) . . .2

2 3 3

a a a
M M a

EI EI
 = = =  

3

1 2
12 21

1 2 .2 2
( )( ) . .

2

a a a
M M a

EI EI
 = = = =  

3

22

1 . 2 1 7
. . . . .2 .

2 3 3

a a a
a a a a

EI EI EI
 = + =  

3

1
1

1 2 1,5
( )( ) ( . . )

2

o

p p

a a Pa
M M a Pa

EI EI

+
 = = − = −  

3

1
2

1
( )( ) . . .o

p p

Pa
M M a a Pa

EI EI
 = = − = −  

Hệ phương trình chính tắc sau khi đã quy đồng và bỏ 3EI dưới mẫu số: 

        






=−+

=−+

0376

05,468

3

2

3

1

3

3

2

3

1

3

PaXaXa

PaXaXa
   Giải ra 





−=

=

PX

PX

15,0

675,0

2

1
 

Vẽ biểu đồ mômen (M): )()()()( 2211
o

pMXMXMM ++= . (hình 2.4.6) 

P

Pa

Pa

M0
p

 

Hình 2.4.6 

0.525Pa

0.475PaPa

0.2Pa

0.15Pa

M

 

Hình 2.4.6 
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b. Kiểm tra kết quả 

- Kiểm tra biểu đồ: )()()( 21 sMMM + → thấy đúng. )( sM vẽ trên hình 2.4.7. 

- Kiểm tra các hệ số: 

+ Nhân 2 biểu đồ: 

3

1

1 2 .2 2 14
( )( ) . .2

2 3 3
s

a a a
M M a a

EI EI

 
= + = 

 
 

Mặt khác: 

3 3 3

11 12

8 2 14

3 3

a a a

EI EI EI
 + = + =  (đúng). 

+ Nhân 2 biểu đồ: 

3

2

1 (3 ) 1 . 2 13
( )( ) . .2 . . . .

2 2 3 3
s

a a a a a
M M a a a

EI EI EI

+
= + =  

   Mặt khác: 

3 3 3

21 22

2 7 13

3 3

a a a

EI EI EI
 + = + =  (đúng). 

+ Nhân 2 biểu đồ: 

3 3 3 3

3 2 21 . 2 2 26 27 9
( )( ) . . . . 2.9 2 2.3

2 3 6 3 3 3
s s

a a a a a a a
M M a a a a

EI EI EI EI EI EI
= + + + = + = =  

 

Mặt khác: ++ 1211 

3 3 3

21 22

14 13 9

3 3

a a a

EI EI EI
 + = + =  (đúng). 

- Kiểm tra số hạng tự do: 

+ Nhân 2 biểu đồ: 

31 (3 2 ) 2,5
( )( ) . .

2

o

s p

a a Pa
M M a Pa

EI EI

+
= − = −  

+ Mặt khác: p1 + p2

3 3 31,5 2,5Pa Pa Pa

EI EI EI
= − − = −  (đúng). 

- Kiểm tra kết quả cuối cùng: 

+ Nhân 2 biểu đồ: 

 

 

1 . 2
( )( ) . . .0,15 2.3 .0,2 2.2 .0,475 3 .0,475 2 .0,2

2 3 6

2.2 .0,525 2. .0,15 2 .0,15 .0,525 0
6

s

a a a
M M Pa a Pa a Pa a Pa a Pa

EI EI

a
a Pa a Pa a Pa a Pa

EI

= − + − − +

+ − − + =

     Chú ý: 

- Các biểu thức điều kiện kiểm tra vẫn đúng trong trường hợp có kể đến ảnh 

hưởng  của lực cắt và lực dọc. 

- Khối lượng tính toán kiểm tra còn nhiều. 

- Khi điều kiện kiểm tra thoả mãn thì cũng chưa thể loại trừ được khả năng xảy 

ra sai lầm. 
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2.5. Một số điều cần chú ý khi tính hệ siêu tĩnh bậc cao 

 2.5.1. Các biện pháp nâng cao độ chính xác của kết quả tính toán 

- Chọn phương pháp tính cho số lượng ẩn số là ít nhất (phương pháp lực, 

phương pháp chuyển vị, phương pháp hỗn hợp và liên hợp...) 

- Khi sử dụng phương pháp lực nên chọn hệ cơ bản để sao cho các ẩn Xk ít ảnh 

hưởng đến kết quả cuối cùng. 

- Dùng các biện pháp nhằm giảm bậc của hệ phương trình chính tắc (sẽ trình bày 

ở dưới). 

2.5.2. Các biện pháp làm giảm nhẹ khối lượng tính toán 

a. Các biện pháp giảm bậc của hệ phương trình chính tắc 

- Chọn phương pháp tính cho ẩn số là ít nhất (đã nói ở trên). 

- Khi chọn hệ cơ bản của phương trình lực, ta chọn hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh bậc 

thấp thay vì chọn hệ cơ bản tĩnh định. 

- Nên sử dụng tính chất đối xứng của hệ nếu hệ là hệ đối xứng. 

b. Các biện pháp đơn giản hoá cấu trúc của hệ phương trình chính tắc 

Hệ phương trình chính tắc có cấu trúc đơn giản khi chúng có nhiều hệ số phụ 

bằng không. Để đạt được mục đích này ta có thể thực hiện các cách sau: 

- Sử dụng tính chất đối xứng của hệ nếu hệ là hệ đối xứng. 

- Chọn hệ cơ bản hợp lý bằng cách chia hệ thành nhiều bộ phận độc lập. Vì lúc 

này các biểu đồ đơn vị phân bố cục bộ. Việc xác định các hệ số của phương trình 

chính tắc sẽ đơn giản và triển vọng có nhiều hệ số phụ bằng không. Mặt khác việc 

làm này còn làm giảm nhẹ khối lượng tính toán ở các khâu: xác định nội lực, xác 

định các hệ số và số hạng tự do, giải hệ phương trình chính tắc. 

Ví dụ: Xét hệ siêu tĩnh trên hình 2.5.1, ta nêu ra 2 cách để chọn hệ cơ bản so 

sánh: 

+ Với hệ cơ bản chọn trên hình 2.5.2, nội lực trên hệ này nói chung sẽ phân phối 

trên toàn hệ. Do đó việc xác định các hệ số và số hạng tự do mất nhiều công sức. 

Các hệ số phụ đều khác không. 

+ Với hệ cơ bản chọn trên hình 2.5.3, các biểu đồ đơn vị chỉ phân bố trên 1 hoặc 

2 bộ phận lân cận của hệ. Do đó việc vẽ biểu đồ nội lực xác định các hệ số và số 

hạng tự do sẽ đơn giản, có nhiều hệ số phụ bằng không.  

=17 =71 =18 =81 =19 =91 =27 =72 =29 =92 =37 =73 =38 =83 =39

=93 0 

- Sử dụng các thanh tuyệt đối cứng để thay đổi vị trí và phương các ẩn số 

(nghiên cứu ở phần sau). 
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P

 

Hình 2.5.1 

P

X9

X8

X7
X6

X5

X4
X3

X1

X2  

Hình 2.5.2 

2.6. Cách vận dụng tính chất đối xứng của hệ đối xứng 

Hệ đối xứng: là hệ có kích thước, hình dạng hình học, độ cứng và liên kết đối 

xứng qua 1 trục (hình 2.6.1). 

 

Hình 2.6.1 

P

 

Hình 2.6.2 

2.6.1. Biện pháp sử dụng cặp ẩn số đối xứng và phản xứng 

Xét hệ siêu tĩnh đối xứng chịu tải trọng tác dụng như trên hình 2.6.2. Chọn hệ cơ 

bản cũng có tính chất đối xứng như trên hình 2.6.3. Có 2 loại ẩn số: 

- Cặp ẩn số đối xứng X4 và phản xứng X3 

- Cặp ẩn số chỉ có vị trí đối xứng X1 và X2. 

X1

X4

X3
X4

X3 X2

 

Hình 2.6.3 

X3

X4

X3

X4
Y1 Y2 Y1 Y2

 

Hình 2.6.4 

Để triệt để sử dụng tính đối xứng của hệ, ta phân tích X1, X2 thành 2 cặp: cặp 

đối xứng Y1 và cặp phản xứng Y2 như trên hình 2.6.4. Tức là: 

                










−
=

+
=

→




=+

=+

2

2

21
2

21
1

221

121

XX
Y

XX
Y

XYY

XYY
 

- Các ẩn số lúc này là (Y1,Y2,X3,X4) 

- Hệ phương trình chính tắc có dạng: 
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











=++++

=++++

=++++

=++++

0

0

0

0

4444343242141

3434333232131

2424323222121

1414313212111

P

P

P

P

XXYY

XXYY

XXYY

XXYY









 

- Mặt khác, đối với hệ đối xứng có tính chất sau: 

+ Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng (phản xứng) thì biểu đồ 

mômen sẽ đối xứng (phản xứng). Suy ra 1 4( ),( )M M sẽ đối xứng; )(),( 32 MM sẽ phản 

xứng. 

+ Kết quả nhân biểu đồ phản xứng với biểu đồ đối xứng sẽ bằng không. Suy ra: 

              =12 =21 =13 =31 =24 =42 =43 =34 0 

Thay vào ta được: 

                




=++

=++

0

0

4444141

1414111

P

P

XY

XY




 (a) (chứa cặp ẩn đối xứng) 

                




=++

=++

0

0

3333232

2323222

P

P

XY

XY




 (b) (chứa cặp ẩn phản xứng) 

Kết luận: Với hệ có bậc siêu tĩnh bằng n, nếu áp dụng các cặp ẩn số đối xứng và 

phản xứng ta có thể đưa hệ phương trình chính tắc về hai hệ phương trình độc lập: 1 

hệ gồm n1 phương trình chứa ẩn đối xứng, 1 hệ gồm n2 phương trình chứa ẩn phản 

xứng với n1+n2=n. 

Các trường hợp đặc biệt: 

❖ Khi nguyên nhân bên ngoài tác dụng đối xứng 

Xét lại hệ đã phân tích ở trên thì lúc này ( o

pM ) sẽ đối xứng. Suy ra 

032 == PP . Thay vào hệ (b) thì được Y2 = Y3 = 0. 

→ Vậy 1 hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng thì các ẩn phản xứng = 0. 

❖ Khi nguyên nhân bên ngoài tác dụng phản xứng 

Xét lại hệ đã phân tích ở trên thì tương tự ta sẽ có được Y1 = X4 = 0 

→Vậy khi hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng thì các ẩn đối 

xứng = 0 

2.6.2. Biện pháp biến đổi sơ đồ tính 

Các đặc điểm của hệ đối xứng: 

- Một hệ đối xứng chịu nguyên nhân bất kỳ bao giờ cũng có thể phân tích thành 

tổng của 2 hệ: 

+ Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng. 

+ Hệ đối xứng chịu nguyên nhân phản xứng. 
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Ví dụ: Hệ trên hình 2.6.5 bằng tổng hai hệ trên hình 2.6.6 và hình 2.6.7. 

P
M M

P



q

 

Hình 2.6.5 

q
2




PP




q
2

 

Hình 2.6.6 




q
2

MM




q
2

 

Hình 2.6.7 

- Trong hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng thì chuyển vị, mômen uốn, lực 

dọc sẽ đối xứng còn lực cắt có tính phản ứng. 

- Trong hệ đối xứng chịu nguyên nhân phản xứng thì chuyển vị, mômen uốn, 

lực dọc sẽ phản ứng còn lực cắt có tính đối xứng. 

Như vậy với các đặc điểm này nếu biết được kết quả của một nửa hệ đối xứng 

thì có thể suy ra kết quả trên toàn hệ. Ta đi tìm 1 nửa hệ tương đương. 

a. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng 

❖ Trường hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ 

Xét tiết diện C và C’ nằm bên trái và bên phải của trục đối xứng của hệ trên hình 

2.6.8. Do chuyển vị của hệ là đối xứng nên tại C không thể có chuyển vị xoay và 

thẳng theo phương vuông góc trục đối xứng. Tuy nhiên chuyển vị thẳng theo 

phương trục đối xứng có thể làm được. Điều này chứng tỏ C làm việc như 1 ngàm 

trượt. 

→ Vậy trên sơ đồ tính 1 nửa hệ tương đương ta chỉ việc đặt vào C một ngàm 

trượt dưới dạng 2 liên kết thanh có phương song song nhau và vuông góc với trục 

đối xứng như trên hình 2.6.9. 

PP

C C'

 

Hình 2.6.8 

C

P

 

Hình 2.6.9 

      Kết luận:  

Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng và có trục đối xứng 

không trùng với trục thanh nào của hệ, ta đặt thêm vào hệ các ngàm trượt dưới dạng 

2 liên kết thanh có phương song song nhau và vuông góc với trục đối xứng tại 
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những tiết diện trùng với trục đối xứng rồi thực hiện tính toán trên một nửa hệ và 

suy ra kết quả trên toàn hệ. 

❖ Trường hợp trục đối xứng trùng với 1 số trục thanh nào của hệ 

 Xét hệ trên hình 2.6.10. Đưa về hệ tương đương đối xứng và có trục đối xứng 

không trùng với trục thanh nào của hệ bằng cách thay thế mỗi thanh AB, CD bằng 

hai thanh có độ cứng giảm đi 1 nửa, hai đầu A1A2, B1B2, C1C2, D1D2 là vuông góc 

với trục đối xứng và có độ cứng bằng vô cùng hình 2.6.11. Đến đây ta trở lại trường 

hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh. 

 

P P
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Hình 2.6.10 
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Hình 2.6.11 

    Một nửa hệ tương đương như trên hình 2.6.12. Nhưng tại A1, B1, C1, D1 

không tồn tại chuyển vị góc xoay và chuyển vị thẳng theo phương vuông góc trục 

đối xứng mà chỉ có thể chuyển vị theo phương dọc trục thanh. Nghĩa là các thanh 

A1B1, C1D1 làm việc như 1 liên kết thanh (liên kết loại 1) (hình 2.6.13). 

1
2EI1

1
2EA1
1
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2GA2

1
2EA2

1
2EI2
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Hình 2.6.12 

A1

B1

C1

D1

P

1
2EA2

1
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Hình 2.6.13 

1
2EA2

P

D1

C1

B1

 

Hình 2.6.14 

Kết luận:  

Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng và có trục đối xứng 

trùng với 1 số trục thanh của hệ, ta cần đặt thêm vào hệ các ngàm trượt dưới dạng 2 

liên kết thanh có phương song song nhau và vuông góc với trục đối xứng tại những 

tiết diện trùng với trục đối xứng đồng thời thay thế các thanh trùng với trục đối 
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xứng bằng các liên kết thanh (liên kết loại 1) có độ cứng giảm đi 1 nửa rồi thực hiện 

tính toán trên một nửa hệ và sau đó suy ra kết quả trên toàn hệ. Khi suy ra kết quả 

nội lực trên toàn hệ, đối với thanh trùng với trục đối xứng lực dọc lấy gấp 2 lần so 

với khi giải 1 nửa hệ còn lực cắt và mômen lấy bằng không. 

   Trong trường hợp bỏ qua biến dạng dọc trục trong các thanh trùng với trục 

đối xứng và các thanh này bị ngăn cản chuyển vị theo phương dọc trục thanh (1 đầu 

nối đất) ta có thể thay thế các ngàm trượt bằng ngàm (hình 2.6.14). 

b. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng 

❖ Trường hợp trục đối xứng không trùng với thanh nào của hệ 

Xét tiết diện C và C’ nằm bên trái và bên phải của trục đối xứng của hệ trên hình 

2.6.15. Do chuyển vị của hệ là đối xứng nên tại C không thể có chuyển vị theo 

phương trục đối xứng. Tuy nhiên, chuyển vị xoay và thẳng theo phương vuông góc 

trục đối xứng có thể được. Điều này chứng tỏ C làm việc như một gối di động. Vậy 

trên sơ đồ tính 1/2 hệ tương đương ta chỉ việc đặt vào C 1 gối di động có phương 

của trục đối xứng (hình 2.6.16). 

C'C

P P

 

Hình 2.6.15 

 

P

C

 

Hình 2.6.16 

Kết luận:  

Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng và có trục đối xứng 

không trùng với trục thanh nào của hệ ta đưa về 1 nửa hệ tương đương bằng cách 

đặt thêm vào hệ các gối di động có phương của trục đối xứng tại những tiết diện 

trùng với trục đối xứng rồi thực hiện tính toán trên 1 nửa hệ rồi suy ra kết quả trên 

toàn hệ. 

❖ Trường hợp trục đối xứng trùng với 1 số trục thanh nào của hệ 

Cũng lý luận tương tự như trường hợp hệ chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng ở 

trên ta đưa bài toán trở về trường hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh nào 

của hệ. 

Với hệ cho trên hình 2.6.17, hệ tương đương của nó ở trên hình 2.6.18 và hệ trên 

hình 2.6.19 là 1 nửa hệ tương đương. 
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A

B

C

D

EI1
EA1
GA1

GA2

EA2

EI2

P P

 

Hình 2.6.17 

1
2EI1

1
2EA1
1
2GA1

1
2GA2

1
2EA2

1
2EI2

D2

A2

B2

C2

1
2EI2
1
2EA2
1
2GA2

1
2GA1

1
2EA1

1
2EI1

D1

C1

B1

A1

PP

 

Hình 2.6.18 

A1

B1

C1

D1

1
2EI2

1
2EA2
1
2GA2

1
2GA1

1
2EA1

1
2EI1

P

 

Hình 2.6.19 

D1

C1

B1

A1

1
2GA2

1
2EA2

1
2EI2

1
2EI1

1
2EA1
1
2GA1

P

 

Hình 2.6.20 

Kết luận: Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản ứng và có trục 

đối xứng trùng với trục thanh nào đó của hệ ta đưa về 1 nửa hệ tương đương bằng 

cách đặt thêm vào hệ các gối di động có phương của trục đối xứng tại những tiết 

diện trục đối xứng bằng các thanh có độ cứng giảm đi 1 nửa rồi tính toán trên 1 

phần 2 và suy ra kết quả trên toàn hệ. 

Khi suy ra kết quả nội lực trên toàn hệ, đối với các thanh trùng với trục đối xứng 

lực dọc lấy bằng không còn mômen và lực cắt lấy gấp 2 lần so với khi tính trên nửa 

hệ. 

Trong trường hợp bỏ qua ảnh hưởng biến dạng dọc trục thì ta có thể bỏ bớt 1 

gối di động trong 2 gối ở 2 đầu thanh (hình 2.6.20) 

Chú ý: 

Trường hợp tiết diện trùng với trục đối xứng không phải là liên kết hàn, bằng 

cách phân tích sự làm việc tại các tiết diện này tương tự như  ở trên ta có thể thay 

thế bằng các liên kết tương ứng khi tính trên 1 nửa hệ. 

Ví dụ: Với hệ cho trên hình 2.6.21 

+ Nếu nguyên nhân tác dụng đối xứng thì 1 nửa hệ tương đương trên hình 

2.6.22. 

+ Nếu nguyên nhân tác dụng phản xứng thì 1 nửa hệ tương đương trên hình 

2.6.23. 

 

Hình 2.6.21 

 

Hình 2.6.22 

 

Hình 2.6.23 
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 Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình 2.6.24. Cho độ cứng trong tất cả 

các thanh là EI = const. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 

P P

a a a a

a

 

Hình 2.6.24 

a a 

P

 

Hình 2.6.25 

Hệ đã cho thuộc loại hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản ứng. Một nửa 

hệ trái tương đương của hệ đã cho được tạo ra trên hình 2.6.25.  

+ Đây là hệ siêu tĩnh bậc 1.  

+ Tiến hành các bước giải sẽ vẽ được biểu đồ (M), (Q), (N).  

+ Sau đó suy ra kết quả của nửa hệ phải theo các đặc điểm của hệ đối xứng. Kết 

quả thể hiện trên hình 2.6.26 → hình 2.6.29. 

Pa

1
2Pa

1
2Pa

M

(nöa hÖ)

 

Hình 2.6.26 

1
2Pa

1
2Pa

Pa Pa
1
2Pa

1
2Pa

(toµn hÖ)

M

 

Hình 2.6.27 

 

+ +

-- -

Q

(toµn hÖ)
P P

P
2  

Hình 2.6.28 

+

-

P

P

(toµn hÖ)

N

 

Hình 2.6.29 

2.7. Sử dụng các thanh tuyệt đối cứng để thay đổi vị trí và phương các 

ẩn số nhằm đơn giản hoá cấu trúc của hệ phương trình chính tắc 

2.7.1. Mục đích 

Sử dụng các thanh tuyệt đối cứng nhằm thay đổi vị trí và phương của các ẩn số 

để sao cho hệ phương trình chính tắc có nhiều hệ số phụ bằng không. 

1

1
C C'

P

 

P

X1

X2

X3 X2

X1

X3

 

P C'C
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Hình 2.7.1 Hình 2.7.2 Hình 2.7.3 

 

 

P C'C

hµn

 

Hình 2.7.4 

P

X1

X2

X3 X3

X2

X1

 

Hình 2.7.5 

 

P

X2

X1

X3 X3X2

X1

 

Hình 2.7.6 

   Xét hệ trên hình 2.7.1. Để giải hệ ta có thể chọn hệ cơ bản như trên hình 2.7.2. 

Ta biến đổi hệ trên hình 2.7.1 bằng cách thực hiện mặt cắt 1-1, hàn 2 thanh tuyệt đối 

cứng bằng ba liên kết loại 1 theo điều kiện nối 2 miếng cứng tạo thành hệ bất biến 

thì hệ mới sẽ tương đương với hệ ban đầu (hình 2.7.3, hình 2.7.4...) 

   Nếu ta chọn hệ cơ bản bằng cách cắt các liên kết nối giữa các thanh tuyệt đối 

cứng (hình 2.7.5, hình 2.7.6...) thì so với hệ cơ bản trên hình 2.7.2, vị trí và phương 

của các ẩn số đã thay đổi. Điều đó có nghĩa là các hệ số cũng thay đổi. Rõ ràng là có 

nhiều cách lập hệ tương đương nên cũng có nhiều cách thay đổi vị trí và phương 

của các ẩn số. Và ta thực hiện sao cho hệ phương trình chính tắc càng có nhiều hệ 

số phụ bằng không càng tốt. 

2.7.2. Ví dụ 

Chọn hệ số cơ bản sao cho tất cả các hệ số phụ bằng không của khung trên hình 

2.7.7, cho độ cứng EI là không đổi trên toàn hệ. 

Hệ tương đương trên hình 2.7.8, hệ cơ bản tạo trên hình 2.7.9 

Các biểu đồ )( 1M , )( 2M , )( 3M vẽ trên hình 2.7.10 → hình 2.7.12. )( 1M , 

)( 3M là đối xứng, )( 2M phản xứng nên: =12 =21 =23 =32 0 

Để =13 =31  )( 3M .(M1) = 0 thì c = h
3

2
 vì khi đó trọng tâm lấy trên )( 1M ứng 

với tung độ = 0 trên )( 2M . 

l

h

P

 

Hình 2.7.7 

l
2

c

P

h

l
2  

Hình 2.7.8 

X1 X1

X3X3

X2 X2

 

Hình 2.7.9 
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X1=1X1=1

h h

M1

 

Hình 2.7.10 

X2=1 X2=1l
2

l
2

M2

 

Hình 2.7.11 

X3=1 X3=1

c

h-c

c

h-c

M3

 

Hình 2.7.12 

2.8. Hệ dàn siêu tĩnh 

2.8.1. Bậc siêu tĩnh 

+ Đối với dàn hệ không nối đất: 

n = D - 2M + 3 

+ Đối với dàn hệ nối đất: 

n = D - 2M + C 

2.8.2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc 

- Sinh viên tự nghiên cứu (như trong trường hợp tổng quát của phương pháp 

lực). 

2.8.3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc 

Do trong hệ dàn chỉ tồn tại lực dọc nên các hệ số chỉ kể đến thành phần biến 

dạng dọc trục. 

a. Các hệ số chính và phụ 

 ==
i

i

i

imikmk

km l
EF

NN
ds

EF

NN
..  

b. Các số hạng tự do 

❖ Do tải trọng: 

 ==
i

i

o

ipik
o

pk

kP l
EF

NN
ds

EF

NN
 

❖ Do biến thiên nhiệt độ: 

 ==
i i

iikciikcikt lNtNt ...)(.   

❖ Do chế tạo chiều dài thanh không chính xác: 

 = 

i

iikk N .  

i : độ dôi của thanh dàn thứ i. Nếu là chế tạo ngắn hơn chiều dài (còn gọi là độ 

hụt) thì i  lấy dấu âm. 

❖ Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: 

−=
)( j

jjkkZ ZR  
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Trong các công thức trên: 

+ o

iPimik NNN ,, :lực dọc trong thanh dàn thứ i do Xk = 1, Xm = 1và P gây ra trên 

hệ cơ bản. 

+ EFi , li: độ cứng và chiều dài thanh thứ i. 

+ : hệ số dãn nở vì nhiệt độ. 

+ jkR : phản lực tại liên kết j do Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

+ Zj : chuyển vị cưỡng bức tại liên kết j. 

2.8.4. Xác định lực dọc trong các thanh dàn 

Lực dọc trong thanh dàn thứ i:  

o

iZ

o

i

o

it

o

ipniniii NNNNXNXNXNN ++++++= ...2211  

Trong đó:  

o

iZ

o

i

o

it

o

ip NNNN ,,,   lần lượt là lực dọc trong thanh dàn thứ i do các nguyên nhân P, 

t,  , Z gây ra trên hệ cơ bản. 

 Nếu hệ cơ bản là tĩnh định thì 0,, =

o

iZ

o

i

o

it NNN . 

Ví dụ: Xác định lực dọc trong các thanh dàn trên hình 2.8.1, cho biết độ cứng 

trong các thanh dàn là EA = const. 

❖ Bậc siêu tĩnh: 

n = D = 2M + C = 10 - 6.2 + 4 = 2 

❖ Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 

- Hệ cơ bản (hình 2.8.2) 

(Ở đây ta xem các thanh 5-6, 3-4 là các liên kết thanh và cắt nó) 

- Hệ phương trình chính tắc: 





=++

=++

0

0

2222121

1212111

P

P

XX

XX




 

❖ Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 

=
i

i

i

imik

km l
EF

NN
            k, m = 2,1  

=
i

i

i

o

ipik

kP l
EF

NN
.             i: thanh thứ i 

Sơ đồ để xác định o

ipii NNN ,, 21  được tạo trên các hình 2.8.3, hình 2.8.4 & hình 

2.8.5. 
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P=2T

5

3

1

6

4

2

a

a
a

 

 

Hình 2.8.1 

2

4

6

1

3

5

X1

X2

X1

X2

 

Hình 2.8.2 

X1=1X1=1

5

3

1

6

4

2

 

Hình 2.8.3 

 

X2=1X2=1

5

3

1

6

4

2

 

Hình 2.8.4 

2

4

6

1

3

5

P=2T

 

Hình 2.8.5 

Lực dọc được xác định theo các cách trong bài hệ dàn. Kết quả tính toán được 

thể hiện trong bảng tính. 

Hệ phương trình chính tắc: 







=++++−

=−+−++

0)221(.)243(.)242(

0)221(.)242(.)285(

21

21

PaXaXa

PaXaXa
 

(Ở đây do các thanh có độ cứng bằng EA nên ta không đưa vào tính toán cho 

gọn). 

Giải phương trình:




−=

=

PX

PX

436,0

014,0

2

1
 

❖ Xác định lực dọc trong các thanh dàn: 

o

ipiii NXNXNN ++= 2211  
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2.9. Dầm liên tục 

2.9.1. Phân tích hệ 

a. Khái niệm 

   Dầm liên tục là hệ gồm 1 thanh thẳng nối với trái đất bằng số gối tựa lớn hơn 

hai để tạo thành hệ bất biến hình. 

b. Phân loại dầm liên tục 

- Dầm liên tục hai đầu khớp (hình 2.9.1) 

- Dầm liên tục có đầu thừa  (hình 2.9.2) 

- Dầm liên tục có đầu ngàm (hình 2.9.3) 

 

Hình 2.9.1 

 

Hình 2.9.2 

 

 

Hình 2.9.3 

 

Hình 2.9.4 

c. Bậc siêu tĩnh 

- Cách 1:   n = 3V - K 

Ví dụ : Dầm liên tục trên hình 2.9.4 có n = 3.3 -7 = 2 

- Cách 2:   n = C - 3 

C là số liên kết nối đất tương đương quy về liên kết loại 1. 

Ví dụ : Dầm liên tục trên hình 2.9.3 có n = 7 - 3 = 4 

- Trường hợp cho phép bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng dọc trục và tải trọng 

chỉ tác dụng vuông góc với trục dầm thì gối cố định chỉ có hiệu quả như gối di 

động. Khi đó bậc siêu tĩnh được tính bằng biểu thức: n = Ctg + N 

Ctg : số gối tựa trung gian (không kể hai gối ngoài cùng), không cần phân biệt là 

gối cố định hay di động. 

N: số liên kết ngàm, không cần phân biệt ngàm trượt hay ngàm. 

Ví dụ: Dầm liên tục trên hình 2.9.3 có n = 2 + 2 = 4. 

2.9.2. Cách tính dầm liên tục bằng phương pháp phương trình ba mômen 

Bài toán dầm liên tục là một trường hợp của hệ siêu tĩnh nên ta có thể vận dụng 

phương pháp lực để tính toán. Tuy nhiên để phục vụ cho việc tính toán được nhanh 

chóng và đơn giản ta đi cụ thể hoá phương trình chính tắc của nó. 

Xét một dầm liên tục hai đầu khớp gồm (n+1) nhịp, có độ cứng EI không đổi 

trên từng nhịp, chịu tác dụng của các nguyên nhân tải trọng, biến thiên nhiệt độ, 

chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa hình 2.9.5. 
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0 1 2 i-1 i i+1 n n+1t11

t21

EI2 t
1(i-1)

t
2(i-1)

EIn

Z
1

Z
i-
1

Z
n

+
1

l1 l2 li-1 li li+1 ln ln+1  

Hình 2.9.5 

a. Hệ cơ bản 

Chọn hệ cơ bản bằng cách loại bỏ các liên kết ngăn cản chuyển vị góc xoay 

tương đối của hai tiết diện 2 bên gối tựa trung gian (thay thế liên kết hàn bằng liên 

kết khớp (hình 6.9.6). 

M1 M1 M2M2 Mi-1Mi-1 MiMi Mi+1Mi+1 MnMn

 

Hình 2.9.6 

b. Hệ phương trình  chính tắc 

Xét phương trình i của hệ phương trình cơ bản: 

          0...... 111112211 =++++++++ ++−− iZitiPniniiiiiiiii MMMMMM   

Phương trình này biểu thị điều kiện góc xoay tương đối của 2 tiết diện ở hai bên 

gối tựa thứ i bằng không. 

Ta biết kikiik  ,= ở đây là chuyển vị góc xoay tương đối của hai tiết diện hai 

bên gối tựa thứ k do riêng Mi = 1gây ra trên hệ cơ bản. Mặt khác Mi chỉ gây ra biến 

dạng trên nhịp i và (i +1)(hình 2.9.7). Điều đó có nghĩa là: 

0,, )1()1( +− iiiiii   còn ki (k  (i - 1), i, (i+1)) = 0 

Thay vào phương trình trên: 

01111 =+++++ ++−− iZitiPiiiiiiiii MMM   

Z
i+

1

Z
i

Z
i-
1

t2i

t1i EIi i+1ii-1
Mi-1 Mi-1 Mi Mi t

1(i+1)

t
2(i+1)

EIi+1

Mi+1 Mi+1

li li+1  

Hình 2.9.7 

c. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc 

❖ Xác định các hệ số chính và phụ 
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1
( 1)

1 1

1 1

1 1
1

( 1)

1 1

1 1. 2
( )( ) . . .1

2 3 6

1 1. 2 1 1. 2
( )( ) . . .1 . . .1

2 3 2 3 3 3

1 1. 1
( )( ) . . .1

2 3 6

i i
i i

i i

i i

i i i i
i i

ii

i i i i

i i
i i

i i

i i

l l
M M

EI EI

l l l l
M M

EI EI E I EI

l l
M M

EI EI







−
−

+ +

+ +

+ +
+

+

+ +

= = =

= = + = +

= = =

 

❖ Xác định các số hạng tự do 

- Do tải trọng : ( iP ) 

1 1 1

1

1 1 1 1

1 1
( )( ) . .1 . . .1o i i i i i i

i
iP p i i

i i i i i i i i

a b a b
M M

EJ l EI l l EI l EI

 
  + + +

+

+ + + +

 = = + = +  

i :diện tích của ( o

pM ) trên nhịp thứ i, dấu của i  được lấy theo dấu của ( o

pM ). 

ii ba , :khoảng cách từ trọng tâm diện tích biểu đồ ( o

pM ) đến gối tựa trái và phải 

của nhịp i. 

- Do biến thiên nhiệt độ: ( it ) 

Trên hệ cơ bản không tồn tại lực dọc nên: 

 +
++

+

−+−=−=
2

.1
).(

2

.1
)()()( 1

)1(1)1(2

1

1212
i
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i

i
ii

i

iit

l
tt

h

l
tt

h
Mtt

h


 

 : Hệ số dãn nở vì nhiệt. 

hi : chiều cao thứ dầm ở nhịp thứ i. 

- Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: ( iZ ) 

1

11
1

11

1 .
1

.
1

.
1

.
1

+

+−
+
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−
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−
=








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i
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i

i

i

i

i

i

i

i

jjiiZ
l

ZZ

l

ZZ
Z

l
Z

l
Z

l
Z

l
ZR  

Zi là độ lún của gối tựa thứ i, theo biểu thức thì Zi lấy dấu dương khi chuyển vị 

đi xuống. 

Thay tất cả các hệ số vào phương trình trên: 

0
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.
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l
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



 

Chọn 1 I0 làm chuẩn (thường chọn I của nhiều nhịp có I giống nhau của dầm). 

Đặt: 0

.i i

i

I
l

I
 =  gọi là chiều dài quy ước của nhịp i. 

Thay vào phương trình: 
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1 1

1 2 1 1 0

1 1

1 1 1

0 2 1 2( 1) 1( 1) 0

1 1

2( ) 6
.

6 ( ) ( ). 6 0
2 2

i i i i

i i i i i i i

i i i i

i i i i i i

i i i i

i i i i

a b
M M M I

l I l I

l l Z Z Z Z
EI t t t t EI

h h l l

 
   

 

+ +

− + + +

+ +

+ − +

+ +

+ +

 
+ + + + + + 

 

   − −
+ − + − + + =   

   

 

Trường hợp dầm có tiết diện không đổi trên toàn nhịp: I1=I2=...In=I=const. Lấy 

I0=I và thay vào ta được: 

1 1

1 1 1 1

1

1 1 1

2 1 2( 1) 1( 1)

1 1

. 2( ) 6

6 ( ). ( ). 6 0
2 2

i i i i

i i i i i i i

i i

i i i i i i

i i i i

i i i i

a b
l M l l M l M

l l

l l Z Z Z Z
EI t t t t EI

h h l l

 

 

+ +

− + + +

+

+ − +

+ +

+ +

 
+ + + + + + 

 

   − −
+ − + − + + =   

   

 

Cho i = 1, n  ta được hệ phương trình chính tắc. 

Giải hệ phương trình chính tắc sẽ xác định được (M1, M2, .....,Mn). 

d. Vẽ các biểu đồ nội lực 

- Với biểu đồ mômen (M): mỗi nhịp của dầm ta đã biết được mômen uốn tại 2 

gối tựa. Nối 2 tung độ này bằng 1 đoạn thẳng và treo biểu đồ ( o

pM ) của nhịp tương 

ứng vào. 

- Với biểu đồ lực cắt (Q), lực dọc (N): Vẽ như trong trường hợp tổng quát của 

phương pháp lực. 

Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình 2.9.15. 

6m 3m 3m

P1=5T P2=5Tq=2T/m

3m 3m
 

Hình 2.9.15 

❖ Bậc siêu tĩnh:  

n=Ctg +N = 2 + 0 = 2 

❖ Tạo hệ cơ bản, đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ mômen do tải trọng gây ra 

trên hệ cơ bản: (hình 2.9.16 & hình 2.9.17) 

M1M1 M2 M2

0 1 2 3

 

Hình 2.9.16 

9 7.5 7.5

M0
P

 

Hình 2.9.17 
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❖ Viết các phương trình ba mômen cho các gối tựa trung gian. 

i = 1: 1 1 2 2

1 0 1 2 1 2 2 0

1 1 2 2

2( ) 6 0
a b

M M M I
l I l I

 
   

 
+ + + + + = 

 
 

i = 2: 2 2 3 3

2 1 2 3 2 3 3 0

2 2 3 3

2( ) 6 0
a b

M M M I
l I l I

 
   

 
+ + + + + = 

 
 

❖ Xác định các đại lượng trong phương trình 3 mômen: M0 = M3 = 0 

Chọn I0 = I, tính 0

1 1 2 3

1

6 ; 3 ; 3
j

I
l m m m

I
   = → = = =  

3;5,22
2

6.5,7

3;5,22
2

6.5,7

3;366.9.
3

2
.

3

2

333

222

111

====

====

=====

ba

ba

bafli







 

Thay vào phương trình ba mômen: 

i = 1:  
1 2

36.3 22,5.3
6.0 18 3 6 0

6 6.2
M M I

I I

 
+ + + + = 

 
 

i = 2:  
1 2

22,5.3 22,5.3
3 12 3.0 6 0

6.2 6.2
M M I

I I

 
+ + + + = 

 
 





−=

−=
→





−=+

−=+

0815,3

0239,7

5,224

25,476

2

1

21

21

M

M

MM

MM
 

e. Vẽ biểu đồ nội lực 

❖ Biểu đồ mômen: hình 2.9.18. 

9
7.5

7.5

7.239
3.815

M

(T.m)

 

Hình 2.9.18 

❖ Biểu đồ lực cắt: suy ra từ biểu đồ mômen. 

Trên đoạn AB: 793,46.2.
2

1

6

0239,7
=+

−−
=trQ  

                         2,76.2.
2

1

6

0239,7
−=−

−−
=PhQ  

Trên đoạn BE: 3,3
3

)939,7(972,1
=

−−
== Phtr QQ  
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Trên đoạn EC: 7,1
3

972,1815,3
−=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn CF: 135,3
3

)815,3(592,5
=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn FD: 864,1
3

592,50
−=

−
== Phtr QQ  

Kết quả thể hiện trên hình 2.9.19. 

Q

(T)

4.793

7.2

3.3

1.7

3.135

1.865

+ + +

- -
-

 

Hình 2.9.19 

❖ Biểu đồ lực dọc (N): trùng với đường chuẩn. 

2.9.3. Các trường hợp khác của dầm liên tục 

a. Dầm liên tục có thừa (hình 2.9.20) 

- Phần thừa đầu là tĩnh định nên có thể xác định và vẽ biểu đồ nội lực bằng các 

phương trình cân bằng tĩnh học. 

- Thực hiện cắt bỏ đầu thừa, đưa tải trọng về thành các lực tập trung tại gối tựa 

biên (hình 2.9.21). Có hai quan niệm về mômen gối tựa này: 

+ Xem là ngoại lực thì cần kể nó khi vẽ biểu đồ ( o

pM ) 

+ Xem là mômen tại các gối tựa trong phương trình 3 mômen thì chúng là M0 và 

Mn+1. Trong hệ trên hình (hình 2.9.21) thì M0 = -P.c và Mn+1 = - 
2

2qd
. 

Đến đây ta trở lại bài toán dầm liên tục 2 đầu khớp. 

P q

0 n+1

c d
 

Hình 2.9.20 

n+10

P

M=P.c M=q
2.d

2

P=q.d

 

Hình 2.9.21 
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B. Nội dung thảo luận 

Câu 1: 

Nêu các tính chất của hệ siêu tĩnh so với hệ tĩnh định có cùng điều kiện làm việc 

như nhau. Từ đó đưa ra những ưu điểm và nhược điểm của hệ siêu tĩnh so với hệ 

tĩnh định đã học 

Câu 2: 

Phương pháp lực được xây dựng dựa trên những cơ sở nào? 

Câu 3: 

Nêu cách chọn hệ cơ bản? Khi nào thì hệ cơ bản được coi là hợp lý, cho ví dụ 

minh họa. 

Câu 4: 

Vì sao phải kiểm tra đối với các hệ số và số hạng tự do trong hệ phương trình 

chính tắc. Nêu cách kiểm tra biểu đồ nội lực trong kết quả cuối cùng? 

Câu 5: 

Lập bảng đối chiếu cách tính hệ siêu tĩnh chịu các nguyên nhân khác nhau qua 

từng khâu tính toán, khi chọn hệ cơ bản. 

Câu 6:  

Vì sao phải giảm nhẹ khối lượng khi tính toán. Các biện pháp nhằm giảm nhẹ 

khối lượng tính toán khi tính hệ siêu tĩnh bậc cao? 

C. Ngân hàng câu hỏi, bài tập 

Bài 1: 

Tìm bậc siêu tĩnh cho hệ trên hình 1 đến  hình 6. 

 

Hình 1 

 

Hình 2 
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Hình 3 
 

Hình 4 

 

 

Hình 5 

 

Hình 6 

Bài 2: 

Vẽ biểu đồ mômen uốn, lực cắt, lực dọc trong các khung chịu tải trọng như hình 

7 đến hình 11: 

q

EI EI EI
EA=

kEIkEI

2a 2a

a

 

Hình 7 
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EA=

EI EI

EI

q

2a

a

 

Hình 8 

kEI

EI EI

P=qa

4a

3
a

 

Hình 9 

 

P=qa

EI

EI

kEI

2a2a

a
a

 

Hình 10 

 

  

q
EI=const

2a

a
2

a

 

Hình 11 

 

Bài 3: 

Vẽ biểu đồ mômen uốn và xác định chuyển vị ngang tại tiết diện K trong khung 

như trên hình 12 và hình 13. 

a
2

a

2a

EI=const

P=qa

K

 

Hình 12 

EA=

EA=

EI kEI kEI

P=qa

2
a

a

2a 2a

a 2

EI

K

 

 Hình 13 

Bài 4: 
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Vẽ biểu đồ mômen uốn và xác định góc xoay tại nút C trong hệ chịu chuyển vị 

cưỡng bức như hình 14. 

 

Hình 14 

Bài 5: 

Cho hệ đối xứng như trên hình 15 đến hình 18, tìm sơ đồ nửa hệ tương đương 

khi: 

- Hệ chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng 

- Hệ chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng 

Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt và biến dạng dọc trục trong thanh chịu 

uốn 

 

Hình 15 

 

 

Hình 16 

 

  

Hình 17 

 

 

 

C





2
a

3a

EI=const

A

P P P

C D
B

a a a a

a
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Hình 18 

Bài 6: 

Vận dụng phương trình ba mômen, vẽ biểu đồ mômen uốn, lực cắt trong dầm 

liên tục chịu tải trọng như hình 19 đến hình 21. 

q
P=qaP

a a a/3 a/3 a/3
 

Hình 19 

P=qaM=qa2

a/2 a/2 a a a/2
 

Hình 20 

M=qa2
P=qa

q
P

a 2a/3 aa/3a/3  

Hình 21 
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III. CHƯƠNG 3 

PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ VÀ CÁCH TÍNH HỆ SIÊU ĐỘNG 

I.1. Mục tiêu   

Để tính hệ siêu tĩnh ngoài phương pháp lực còn có 1 số phương pháp khác, trong 

đó phương pháp chuyển vị là 1 phương pháp khá đơn giản. Nội dung của chương 

này nhằm giải quyết các vấn đề sau: 

+ Khái niệm về hệ siêu động, cách tính bậc siêu động 

+ Nội dung của phương pháp chuyển vị dùng để tính hệ siêu động 

+ So sánh phương pháp chuyển vị và phương pháp lực. 

I.2. Tóm tắt nội dung 

Nội dung Hình thức học 

- Các khái niệm Giảng 

- Nội dung của phương pháp chuyển vị Giảng 

- Các ví dụ về phương pháp chuyển vị Giảng, thảo luận 

- Xác định chuyển vị trong hệ siêu động Giảng 

-  Cách tính hệ siêu động chịu sự thay đổi 

nhiệt độ và chuyển vị cưỡng bức 

Sinh viên tự nghiên cứu 

- Tính hệ có nút không chuyển vị thẳng 

chỉ chịu tải trọng là các lực tập trung tại 

nút 

Sinh viên tự nghiên cứu 

- Tính hệ siêu động chịu tải trọng di động  

I.3. Các nội dung cụ thể 

A. Nội dung lý thuyết 

3.1. Các khái niệm 

3.1.1. Các giả thiết của phương pháp chuyển vị 

- Giả thiết 1: Các nút của hệ được xem là tuyệt đối cứng. Do đó khi biến dạng 

các đầu thanh quy tụ vào mỗi nút sẽ có chuyển vị thẳng và góc xoay là như nhau. 

→ Giả thiết này làm giảm số lượng ẩn số. 

- Giả thiết 2: Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt khi xét biến dạng của các 

cấu kiện bị uốn. 

→ Giả thiết này không làm thay đổi ẩn số nhưng làm cho bảng tra nội lực các 

cấu kiện mẫu đơn giản hơn. 

- Giả thiết 3: Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi dọc trục khi xét biến 

dạng của các cấu kiện chịu uốn. (biến dạng dọc trục vì nhiệt độ không được phép bỏ 

qua). 

→ Giả thiết này làm giảm số lượng ẩn số. 
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Ngoài ra còn tuân theo giả thiết: vật liệu tuân theo định luật Hook, biến dạng và 

chuyển vị là những đại lượng vô cùng bé. 

 Kết luận: Trước và sau khi biến dạng khoảng cách giữa hai nút ở hai đầu 

thanh theo phương ban đầu của thanh là không thay đổi trừ trường hợp thanh có 

biến dạng dọc trục vì nhiệt độ hoặc thanh có hai đầu khớp với độ cứng EA khác vô 

cùng (hình 3.1.1). 

l

A B B'A'

l  

Hình 3.1.1 

3.1.2. Hệ xác định động và hệ siêu động 

a. Hệ xác định động:  là những hệ khi chịu chuyển vị cưỡng bức ta có thể xác 

định được các chuyển vị tại các đầu thanh chỉ bằng điều kiện động học (hình học). 

Xét hệ trên hình vẽ (hình 3.1.2) khi C chịu chuyển vị cưỡng bức là ∆ thì từ điều 

kiện hình học ta thấy các nút A và B cùng có chuyển vị là ∆. Vậy hệ đã cho là hệ 

xác định động. 

 

A
B

C

 

Hình 3.1.2 

CB
A



A=?

B=?

 

Hình 3.1.3 

b. Hệ siêu động: là những hệ khi chịu nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức ta 

chưa thể xác định được tất cả các chuyển vị tại các đầu thanh chỉ bằng điều kiện 

động học (hình học) mà phải sử dụng thêm điều kiện cân bằng. 

Ví dụ:  

Khi liên kết thanh chuyển vị ngang ∆ (hình 3.1.3) bằng điều kiện động học có 

thể xác định được chuyển vị thẳng tại A và B (chuyển vị ngang bằng ∆, chuyển vị 

đứng bằng 0). Tuy nhiên chưa thể xác định được góc xoay (A,B). Vậy hệ là hệ 

siêu động. 

 Chú ý: 

- Khái niệm về hệ siêu động hay xác định động là phụ thuộc vào các giả thiết 

chấp nhận. 

- Hệ siêu động (xác định động) có thể là hệ tĩnh định hay siêu tĩnh. Ta chỉ tập 

trung nghiên cứu hệ siêu động đồng thời là hệ siêu tĩnh. 
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3.1.3. Bậc siêu động 

a. Khái niệm: Bậc siêu động chính là số lượng các chuyển vị độc lập chưa biết 

của các nút và các khớp không nối đất trong hệ. Ký hiệu n. 

                                 n = n1 + n2       (3-1) 

n1 :số chuyển vị xoay độc lập chưa biết của các nút, n1 chính  bằng số nút trong 

hệ. 

n2 : số chuyển vị thẳng độc lập chưa biết của các nút và các khớp không nối đất. 

b. Cách xác định 

❖ Xác định n1 

- Bằng cách tính số lượng nút trong hệ. 

- Nút là nơi giao nhau giữa các phần tử và được nối bằng liên kết hàn. Trong đó 

phần tử là 1 cấu kiện mẫu tức là có biểu đồ nội lực cho trước và được lập sẵn thành 

bảng. 

Đối với môn Cơ học kết cấu, phần tử là 1 đoạn thanh thẳng thoả mãn các điều 

kiện: 

-  Độ cứng không đổi. 

-  Được nối với các phần tử khác hoặc trái đất chỉ bằng liên kết ở 2 đầu. 

❖ Xác định n2 

Bằng cách tính số lượng các chuyển vị thẳng độc lập chưa biết tại các nút và các 

khớp không nối đất. Để xác định ta thay các nút, ngàm nối đất bằng các liên kết 

khớp để được 1 hệ mới. 

- Nếu hệ mới là bất biến hình thì n2 = 0  

- Nếu hệ mới là bất biến hình hay gần biến hình tức thời thì n2 chính là số liên 

kết thanh vừa đủ thêm vào để hệ trở thành hệ bất biến hình. 

Ví dụ: 

 

Hình 3.1.4a 

 

Hình 3.1.4b 
 

Hình 3.1.4c 

 Chú ý:  

Khái niệm về bậc siêu động có thể thay đổi và phụ thuộc vào các yếu tố: 

- Các giả thiết chấp nhận. Chẳng hạn nếu phủ nhận giả thiết 3 thì n1 không đổi 

còn n2 tăng lên. 

- Sơ đồ rời rạc hoá chấp nhận. 



- 84 - 

-  Các cấu kiện mẫu mà người thiết kế sẵn có. 

3.2. Nội dung của phương pháp chuyển vị 

3.2.1. Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị 

a. Định nghĩa:  

Hệ cơ bản: của phương pháp chuyển vị là hệ được suy ra từ hệ đã cho bằng 

cách đặt các liên kết phụ thêm vào hệ nhằm ngăn cản chuyển vị xoay và chuyển vị 

thẳng của các nút. 

- Nếu các liên kết thêm vào khử được tất cả các chuyển vị của các nút thì hệ cơ 

bản là hệ xác định động. 

- Nếu các liên kết chỉ khử được 1 phần chuyển vị của các nút thì hệ cơ bản là hệ 

siêu động nhưng có bậc siêu động thấp hơn. 

Yêu cầu:  

Hệ cơ bản chỉ tồn tại những cấu kiện mẫu nghĩa là biểu đồ nội lực cho sẵn trong 

bảng. 

b. Các loại liên kết phụ thêm 

❖ Liên kết mô men 

Là loại liên kết chỉ ngăn cản chuyển vị góc xoay, không ngăn cản chuyển vị 

thẳng. Trong liên kết này chỉ phát sinh thành phần phản lực mômen (ký hiệu hình 

3.2.1). 

❖ Liên kết lực:  

Liên kết này chỉ ngăn cản dọc theo trục thanh. Trong liên kết chỉ phát sinh một 

thành phần phản lực dọc theo trục thanh (ký hiệu hình 3.2.2). 

R

 

Hình 3.2.1 

 

R

 

Hình 3.2.2 

c. Các ví dụ tạo hệ cơ bản 

 

Hình 3.2.3 
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Hình 3.2.4 

Nhận xét: 

- Khác với hệ cơ bản của phương pháp lực, hệ cơ bản của phương pháp chuyển 

vị là duy nhất nếu các yếu tố ảnh hưởng trong đến hệ siêu động là xác định. 

- Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị thực chất là những cấu kiện rời rạc và 

làm việc độc lập nhau. 

3.2.2. Hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển vị 

Do đặt các liên kết phụ thêm vào nên hệ cơ bản có những yếu tố khác với hệ 

siêu động ban đầu. Vì vậy ta cần so sánh sự khác nhau đó và bổ xung thêm các điều 

kiện để hệ cơ bản làm việc giống ban đầu. 

Giả sử xét hệ siêu động trên hình và hệ cơ bản của nó. 

P

C

A

D

B
 

Hình 3.2.5 

R3

Z3

R1

Z1 Z2

R2

B

DC

A

P

 

Hình 3.2.6 

- Về chuyển vị:  

Trong hệ siêu động tại C và D có tồn tại chuyển vị ngang và góc xoay, còn trong 

hệ cơ bản thì tại C và D không tồn tại chuyển vị. 

- Về mặt phản lực: 

Trong hệ siêu tĩnh tại C và D không tồn tại phản lực, còn trong hệ cơ bản tại C 

và D tồn tại phản lực tại các liên kết phụ thêm. 

→ Vậy để hệ làm việc giống hệ siêu động ban đầu trên hệ cơ bản cần: 

- Tạo ra các chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2, Z3) tương ứng với các liên kết phụ 

thêm vào. 

- Thiết lập điều kiện phản lực tại các liên kết phụ thêm vào do các nguyên nhân 

(Z1, Z2, Z3) bằng không. Các điều kiện này được viết dưới dạng: 

                                   

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

( , , , ) 0

( , , , ) 0

( , , , ) 0

R Z Z Z P

R Z Z Z P

R Z Z Z P

=


=
 =

 

Từ điều kiện này ta có thể giải ra được (Z1, Z2, Z3) 
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→ Tương tự như vậy ta mở rộng cho 1 hệ siêu động bất kỳ chịu các nguyên 

nhân bên ngoài (P, t, Z). Tạo hệ cơ bản bằng cách đặt n liên kết phụ thêm vào. Để 

hệ cơ bản làm việc giống hệ ban đầu thì hệ cơ bản cần: 

- Tạo ra các chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2, Z3) tương ứng với các liên kết phụ 

thêm vào. Các chuyển vị này có chiều tuỳ ý nhưng thường chọn xoay theo chiều 

kim đồng hồ, thẳng theo chiều từ trái sang phải. Các chuyển vị này đóng vai trò là 

ẩn số. 

- Thiết lập điều kiện phản lực tại các liên kết phụ thêm vào do các nguyên nhân 

(Z1, Z2,…,Zn, P, t, Z) bằng 0: 

1 1 2

2 1 2

3 1 2

( , ,..., , , , ) 0

( , ,..., , , , ) 0

.................

( , ,..., , , , ) 0

n

n

n

R Z Z Z P t Z

R Z Z Z P t Z

R Z Z Z P t Z

=


=


 =

     (3-2) 

Hệ phương trình này gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển vị. 

3.2.3. Hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị 

Xét phương trình thứ k của hệ phương trình cơ bản: 

0),,,,...,,( 21 =ZtPZZZR nk  

Khai triển phương trình này theo nguyên lý cộng tác tác dụng: 

       
1 2

( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) 0
k k k n k k k

R Z R Z R Z R P R t R Z+ + + + + + =  

 Gọi rkm là phản lực tại liên kết phụ thêm thứ k do riêng chuyển vị cưỡng bức tại 

liên kết phụ thêm thứ m Zm=1 gây ra trên hệ cơ bản. 

 Suy ra :       Rk(Zm) = rm.Zm 

 Gọi RkP, Rkt ,RkZ : lần lượt là phản lực tại liên kết phụ thêm thứ k do nguyên 

nhân ngoài P,t,Z gây ra trên hệ cơ bản. 

Suy ra: Rk(P)= RkP, Rk(t)= Rkt, Rk(Z)= RkZ 

Thay tất cả vào phương trình khai triển ta được: 

1 1 2 2
.... 0

nk k kn kP kt kZ
r Z r Z r Z R R R+ + + + + + =  

Cho 1.k n=  ta được hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị: 

11 1 12 2 1 1 1 1

21 1 22 2 2 2 2 2

1 1 2 2

.... 0

.... 0

.....................

.... 0

n

n

n

n P t Z

n P t Z

n n nn nP nt nZ

r Z r Z r Z R R R

r Z r Z r Z R R R

r Z r Z r Z R R R

+ + + + + + = 
 

+ + + + + + = 
 
 
 + + + + + + = 

  (3-3) 

Trong hệ phương trình này: 

   + rkk: gọi là hệ số chính, rkk>0. 
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   + rkm: (k#m) gọi là hệ số phụ, rkm = rmk. 

   + RkP, Rkt, RkZ : gọi là số hạng tự do. 

 

3.2.4. Bảng tra nội lực cho một số phần tử 

a. Nguyên nhân tải trọng 

BA

P

a b

l

MA

MB

Pab
l

 

l

A B

q

MA
MB

q2l/8

 

l

ba

A B

M

MA MB
M

 

2

2

l

Pab
M A −=  

2

2

l

bPa
M B −=  

12

2ql
M A −=  

12

2ql
M B −=  

2

)2(

l

baMb
M A

−
=

2

)2(

l

baMa
M B

−
=  

 

Pab
l

MA
l

ba

P

A B

 

q2l/8

q

BA

l

MA

 

MMA

M

BA

a b

l

 

22

)2(

l

alPab
M A

−
−= , 0=BM  

8

2ql
M A −= , 0=BM  )

3
1(

2 2

2

l

bM
M A −= , 0=BM  

 

BA

P

a b

l
MA Pab

l

MB

 

q2l/8

MB

MA

q

A

l

B

 

M

MB

MA

M

A

a b

l

B

 

)2(
2 l

aPa
M A −−= , 

l

Pa
M B

2

2

=  
3

2ql
M A −= , 

6

2ql
M B =  

l

Mb
M A −= , 

l

Ma
M B =  
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b. Nguyên nhân biến thiên nhiệt độ 

B

l

A
t2

t1

MB

MA

 

MA

t1

t2
A

l

B

 

MA
MB

t1

t2
A

l

B

 

)( 12 ttEI
h

M A −−=


, 

AB MM =  

)(
2

3
12 ttEI

h
M A −−=


, 

0=BM  

)( 12 ttEI
h

M A −−=


, 

AB MM =  

c. Nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức 

MA

MB

A

l

B



 



B

l

A

MA

 



l

A

MB

MA

B

 


l

EI
M A

4
=  


l

EI
M B

2
−=  


l

EI
M A

3
=  

0=BM  


l

EI
M A =  

BA MM =  

 

B

l

A

MB

MA



 



A

l

B

MA

 

−=
2

6

l

EI
M A , =

2

6

l

EI
M B  −=

2

3

l

EI
M A , 0=BM  

3.2.5. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc 

a. Vẽ các biểu đồ mômen uốn trong hệ cơ bản xác định động 

❖ Biểu đồ ( kM ):  

Là biểu đồ mômen uốn do riêng nguyên nhân Zk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

+ Trường hợp Zk là chuyển vị góc xoay 

 Nguyên nhân này chỉ gây ảnh hưởng cục bộ tại liên kết chịu Zk, nghĩa là chỉ có 

các thanh có đầu quy tụ vào nút đó mới chịu ảnh hưởng. Do vậy biểu đồ được vẽ 

bằng cách rời rạc hệ cơ bản và tra bảng cho các phần tử chịu chuyển vị góc xoay tại 

đầu thanh. 
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+ Trường hợp Zk là chuyển vị thẳng 

 Khi một nút chuyển vị thẳng sẽ gây ra chuyển vị thẳng tại nhiều nút trong hệ, 

do đó sẽ gây ra nội lực trong nhiều thanh. Mặt khác chỉ có chuyển vị thẳng tương 

đối theo phương vuông góc với trục thanh mới gây ra nội lực. 

    • Khi hệ chỉ gồm các thanh đứng song song: 

  Nếu bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng dọc trục thanh, khi 1 nút nào đó chuyển 

vị thẳng thì các thanh ngang va nghiêng sẽ tịnh tiến nghĩa là các thành phần chuyển 

vị tương đối theo phương vuông góc với  trục thanh bằng không, còn các thanh 

đứng trong phạm vi mỗi tầng sẽ có chuyển vị tương đối như nhau theo phương 

vuông góc với trục thanh (hình 3.2.7). 

  

A

C C' E

B

E'

C

F F'

 

Hình 3.2.7 

    • Khi hệ có các thanh đứng không song song: 

  Thành phần chuyển vị thẳng cần tìm nói chung sẽ tồn tại trong tất cả các thanh, 

giá trị của chung sẽ khác nhau trong mỗi thanh đứng. Các thành phần này có thể tìm 

bằng cách lập sơ đồ chuyển vị. 

- Cơ sở của việc lập sơ đồ: chuyển vị thẳng tại 1 nút sẽ biết nếu như biết được ít 

nhất 1 chuyển vị tại 2 đầu thanh đối diện quy tụ vào nút. Xem sự phân tích trên hình 

(hình 3.1.2) 

- Mục đích của việc lập sơ đồ chuyển vị là biểu diễn sự thay đổi vị trí của các 

đầu thanh lên sơ đồ mà trên đó ta có thể xác định được chuyển vị thẳng tương đối 

tại các đầu thanh. Ta tìm hiểu cách lập sơ đồ quan hệ cho trên hình vẽ (hình 3.2.6a). 

Trong đó, giả sử nút 1 chịu chuyển vị . 

1 2

3

a b c

1

 

Hình 3.2.6a 

O II

I

A,B,C

III

 

Hình 3.2.6b 
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   - Bước 1: Chọn 1 điểm O làm gốc và tượng trưng cho các điểm không có 

chuyển vị. Vậy nếu gọi A, B, C là tượng trưng cho các điểm a, b, c trên sơ đồ 

chuyển vị thì A, B, C trùng với O. 

   - Bước 2: Qua O kẻ 1 đoạn OI =  theo phương và chiều của chuyển vị nút 1, 

có độ lớn theo tỷ lệ xích tuỳ chọn. Điểm I là tượng trưng cho chuyển vị của nút 1 

trên sơ đồ chuyển vị. 

   - Bước 3: Xác định điểm II tượng trưng cho nút 2 trên sơ đồ chuyển vị. Nút 2 

có 2 đầu thanh đối diện đã biết trên sơ đồ chuyển vị là 1 → I, b → B. Qua I kẻ 

đường thẩng vuông góc với thanh 12, qua  B kẻ đường thẩng vuông góc với thanh 

2b. Giao điểm chính là II. 

   - Bước 4: Xác định điểm III tượng trưng cho nút 3 trên sơ đồ chuyển vị. 

Tương tự bước 3, qua II kẻ đường thẳng vuông góc với thanh 23, qua C kẻ đường 

thẳng vuông góc với thanh 3c. Giao điểm là điểm III. 

   - Bước 5: Xác định kết quả. Để xác định chuyển vị thẳng tương đối theo 

phương vuông góc với trục thanh của thanh ik ta chỉ việc đo chiều dài của đoạn IK 

tương ứng trên sơ đồ chuyển vị hoặc giải các tam giác với các góc và các cạnh đã 

biết trên sơ đồ chuyển vị. 

→ Sau khi đã xác định chuyển vị thẳng, ta vẽ biểu đồ bằng cách rời rạc và tra 

bảng cho từng cấu kiện. 

 

❖ Biểu đồ ( 0

PM ):  

Là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây trên hệ cơ bản, được vẽ bằng cách rời 

rạc và tra bảng cho từng cấu kiện. 

❖ Biểu đồ ( 0

tM ): 

Là biểu đồ mômen uốn do biến thiên nhiệt độ gây trên hệ cơ bản. 

Phân tích nguyên nhân này ra làm 2 thành phần:  

- Thành phần biểu thị sự thay đổi của nhiệt độ của thớ trên và thớ dưới trong 

phạm vi mỗi cấu kiện và được đặc trưng bằng 12 ttt −= . Thành phần này gây ra 

0

tM 
 

   Theo nguyên lý cộng tác dụng: 000

ttct MMM +=  

- 0

tM  là do t gây ra. Nhưng sự chênh lệch nhiệt độ chỉ làm cho thanh bị uốn 

cong mà không thay đổi chiều dài. Điều này có nghĩa t  chỉ gây ra mômen uốn 

trong thanh đó mà không ảnh hưởng đến các thành phần tử khác. Vậy 
0

tM   được vẽ 

bằng rời rạc hệ và tra bảng cho các phần tử chịu t  
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- 0

tcM do tc gây ra. Mặc dù tc không làm cho thanh bị uốn cong nhưng làm thay 

đổi chiều dài. Điều này gây ra chuyển vị thẩng tại các nút và gây ra nội lực trong hệ. 

So sánh trường hợp hệ chịu nguyên nhân Zk là chuyển vị thẳng thì có sự tương tự 

nhưng ở đây sự chuyển vị của các nút do sự thay đổi chiều dài của các thanh. Vậy ta 

cũng đi lập sơ đồ chuyển vị (còn gọi là giản đồ Willot) như khi lập cho Zk là chuyển 

vị thẳng nhưng cần bổ sung sự chuyển vị các nút do sự thay đổi chiều dài trong mỗi 

thanh. 

❖ Biểu đồ ( 0

ZM ): 

 Là biểu đồ mômen uốn do chuyển vị cưỡng bức tại các gối tựa gây ra trên hệ cơ 

bản. 

  Phân tích nguyên nhân này ra làm 2 loại: chuyển vị thẳng và chuyển vị góc 

xoay 

Theo nguyên lý cộng tác dụng: 000

+= MMM Z   

 + 0

M : do nguyên nhân gây ra, vẽ tương tự biểu đồ do Zk là chuyển vị  góc 

xoay. 

 + 0

M : do nguyên nhân gây ra, vẽ tương tự biểu đồ do Zk là chuyển vị  thẳng. 

Tất nhiên là có thể lập sơ đồ chuyển vị nếu cần. 

b. Xác định các hệ số của phương trình chính tắc 

❖ Trường hợp liên kết k là liên kết mômen 

- Xác định rkm : tách nút k trên biểu đồ mômen và xét cân bằng mômen nút. 

- Xác định RkP, Rkt, RkZ . Tương tự, tách nút k trên biểu đồ mômen tương ứng và 

xét cân bằng mômen nút. 

❖ Trường hợp liên kết k là liên kết lực 

 Tương tự như ở trên bằng cách thực hiện 1 mặt cắt qua liên kết k trên biểu đồ 

mômen tương ứng nhằm tách ra khỏi hệ một bộ phận và xét cân bằng lực. 

Chú ý: 

- Chiều dương của phản lực lấy theo chiều của chuyển vị cưỡng bức đặt thêm 

vào trên hệ cơ bản. 

- Khi liên kết k là liên kết mômen, thì chỉ cần xác định mômen quanh nút k là đủ 

để viết phương trình cân bằng mômen. Khi liên kết k là liên kết lực thì ta chỉ cần 

xác định các lực cắt hoặc lực dọc vừa đủ để tham gia phương trình cân bằng hình 

chiếu. 

3.2.6. Vẽ biểu đồ nội lực 

 Sau khi giải hệ phương trình chính tắc sẽ xác định được (Z1, Z2, …, Zn) và có 

thể giải hệ theo cách tính trực tiếp hay theo nguyên lý cộng tác dụng như phương 
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pháp lực. Trong vẽ thực hành người ta thường sử dụng phương pháp cộng tác dụng 

để vẽ biểu đồ mômen 

Biểu đồ lực cắt được suy ra từ biểu đồ mômen và biểu đồ lực dọc được suy ra từ 

biểu đồ lực cắt như trong phương pháp lực 

3.3. Các ví dụ về phương pháp chuyển vị 

3.3.1. Ví dụ 1 

Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (hình 3.3.1). Cho biết độ cứng trong 

các thanh là EI = const và chỉ xét biến dạng uốn 

Hệ đối xứng chịu nhiều nguyên nhân đối xứng, ta lập sơ đồ tính một nửa hệ 

tương đương như trên hình (hình 3.3.2) và đi giải bài toán trên một nửa hệ tương 

đương 

2a

a
 

q

 

Hình 3.3.1 

q

a

C

a

B

A

 

Hình 3.3.2 

Z1

 

Hình 3.3.3 

❖ Bậc siêu động 

n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 

❖ Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc 

- Hệ cơ bản (hình 3.3.3) 

- Hệ phương trình chính tắc 

r11Z1 + R1P = 0 

❖ Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc 

- Vẽ các biểu đồ 0
1, PMM : kết quả trên hình vẽ (hình 3.3.4 và hình 3.3.5) 

Z1

4EI
a

2EI
a

EI
a

M1

 

Hình 3.3.4 

M0
p

1
6qa2

1
3qa2

1
8qa2

 

Hình 3.3.5 
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- Xác định các hệ số: 

+ r11: Tách nút B trên 1M  và xét cân bằng nút → 
a

EI
r

5
11 =  

+ R1P: Tách nút B trên 0

PM  và xét cân bằng nút → 
3

2

1

qa
R P −=  

r11

4EI
a

EI
a

 

qa2/3

R1P

 

Thay vào hệ phương trình chính tắc → 
EI

qa
Z

15

3

1 =  

❖ Vẽ các biểu đồ nội lực 

+ Biểu đồ mômen:  

)()()( 0

11 PMZMM += . Kết quả trên hình vẽ (hình 3.3.6). 

+ Biểu đồ lực cắt:  

Suy ra từ biểu đồ mômen. Kết quả trên hình vẽ (hình 3.3.7). 

+ Biểu đồ lực dọc: 

 Suy ra từ biểu đồ lực cắt. Kết quả trên hình vẽ (hình 3.3.8). 

1
8qa2

4
15qa2

3.5
15 qa2

M

2
15qa2

 

Hình 3.3.6 

6
15qa

Q

qa

+

-

 

Hình 3.3.7 

 

-

-

6
15qa

N

qa  

Hình 3.3.8 

Sau khi đã có kết quả trên 1 nửa hệ, ta suy ra kết quả trên toàn hệ theo tính chất 

của hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng. 

3.3.2. Ví dụ 2 

 Vẽ biểu đồ nội lực của hệ trên hình 3.3.9. Cho biết độ cứng trong thanh đứng là 

2EI, trong các thanh ngang là EI. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 
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M=4Tm

P=2T

3m 3m

4
m

B

C

A

D

 

Hình 3.3.9 

 

D

Z1
Z2

 

Hình 3.3.10 

❖ Bậc siêu động: 

n = n1 + n2 = 1 + 1 = 2 

❖ Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 

- Hệ cơ bản: (hình 3.3.10) 

- Hệ phương trình chính tắc: 





=++

=++

0

0

2222112

1212111

P

P

RZrZr

RZrZr
 

❖ Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 

- Vẽ các biểu đồ 0
21 ,, PMMM : Kết quả trên hình 3.3.11, hình 3.3.12& hình 

3.3.13 

Z1

D

EI

EI2EI

EI

M1

 

Hình 3.3.11 

Z2

D

3
4EI

3
4EI

M2

 

 

Hình 3.3.12 

 

P=2T

M=4Tm

M0
p

 

Hình 3.3.13 

EI

2EI

r11

EI

r12

3
4EI

R1P

M=4  

Hình 3.3.14 
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C

M=4Tm

r22

Q

N  

Hình 3.3.15 

N

Q=0

R2P

M=4Tm

C

P=2T

 

Hình 3.3.16 

- Xác định các hệ số: 

+ r11: Tách nút C trên 1M  và xét cân bằng nút →  r11 = 4EI. (hình 3.3.14) 

+ r12: Tách nút C trên 2M  và xét cân bằng nút →  r12 = r21 = 0.75EI. (hình 

3.3.14) 

+ r22: cắt 1 phần hệ trên 0

PM  (hình 3.3.15). Q được suy ra từ 2M . 

Chiếu lên phương X → r22 = Q = 0.375EI 

+ R1P: tách nút C trên 0

PM  và xét cân bằng nút → R1P = - M = - 4. (hình 3.3.14) 

+ R2P: cắt 1 phần hệ trên 0

PM  (hình 3.3.16). Chiếu lên phương X → R2P = - P = - 

2 

Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

     → 










=

=

EI
Z

EI
Z

733.11

2.3

2

1

 

❖ Vẽ các biểu đồ nội lực: 

+ Biểu đồ mômen:  

)()()()( 0

2211 PMZMZMM ++= . Kết quả thể hiện trên hình vẽ (hình 3.3.17) 

+ Biểu đồ lực cắt:  

Suy ra từ (M). Kết quả thể hiện trên hình vẽ (hình 3.3.18) 

+ Biểu đồ lực dọc: 

 Suy ra từ (Q) 

M

3.2

3.2

2.4

5.6

(Tm)

 

Hình 3.3.17 

 

- -

+ Q

1.066

2

(T)

 

Hình 3.3.18 
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3.4. Xác định chuyển vị trong hệ siêu động 

3.4.1. Chuyển vị tại các nút 

    Đó chính là các chuyển vị Zk tương ứng tìm được khi giải hệ phương trình 

chính tắc. 

3.4.2. Chuyển vị tại các tiết diện bên trong phần tử 

Có thể được xác định theo 1 trong 3 cách sau: 

 a. Ngay từ đầu, coi tiết diện có chuyển vị cần tìm như 1 nút của hệ. Như vậy, ta 

đưa bài toán xác định chuyển vị tại tiết diện bất kỳ về bài toán chuyển vị tại nút và 

thực hiện như đã nêu ở trên. Biện pháp này đơn giản nhưng làm tăng số lượng ẩn 

số. 

   b. Sau khi giải bài toán, đã biết được nội lực và chuyển vị ở 2 đầu mỗi phần tử, ta 

có thể xác định chuyển vị tại tiết diện bất kỳ bên trong phần tử theo các phương 

pháp đã biết như phương pháp thông số ban đầu, cách xác định chuyển vị trong 

chương chuyển vị… 

 c. Sau khi xác định được nội lực trong hệ siêu động, ta xem hệ là hệ siêu tĩnh với 

nội lực đã biết và áp dụng cách xác định chuyển vị trong hệ siêu tĩnh như đã biết 

trong chương phương pháp lực. Trong tính toán thường sử dụng phương pháp này. 

3.4.3. Ví dụ 

Xác định độ võng tại tiết diện k của hệ hình vẽ (hình 3.4.1). Cho EI trên toàn hệ 

bằng 1000 T.m2, chiều cao tiết diện các thanh h = 0,3m; hệ số dãn nở vì nhiệt  = 

1,2.105.0C-1; góc xoay  = 0,005rad. 



B

A k C

D

q

20oC

10oC

2m 2m 3m

4
m

 

Hình 3.4.1 

Z1

 

Hình 3.4.2 

a. Vẽ biểu đồ mômen uốn 

❖ Bậc siêu động 

n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 

❖ Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc 

- Hệ cơ bản (hình 3.4.2) 

- Hệ phương trình chính tắc: 
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r11Z1 + R1P + R1t + R1Z = 0 

❖ Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc 

- Vẽ các biểu đồ 1M , 0

PM , 0

tM , 0

ZM  (hình 3.4.3, hình 3.4.4) 

Z1

EI

EI
EI1

2EI

1
2EI

M1

 

Hình 3.4.3 

1.35
1.35

M0
p

 

Hình 3.4.4 

 

0.54

0.54

M0
tc

 

Hình 3.4.5 

M0t

0.8

 

Hình 3.4.6 

 

Z1

10

5

M0

 

Hình 3.4.7 

1.35
2.12

3.69

1.57

9.075

0.415

(Tm)M

 

Hình 3.4.8 

+ 000

ttct MMM +=  

0

tcM : nguyên nhân tc trong thanh AC chỉ gây ra chuyển vị thẳng tương đối theo 

phương vuông góc trục thanh của thanh BC. Dễ thấy:  

mmtll cACACBC 72.0
2

2010
.4.10.2,1 5 =

+
== −  



- 98 - 

+ 000

+= MMM Z   

Ở đây 0

M  không tồn tại. 

- Xác định các hệ số: Từ các biểu đồ đã vẽ, tính được: 

+ r11 = 3EI;    R1P = -1.35 

+ R1t = R1tc+R1Dt = -0.54 - 0.8 = -1.34 

+ R1Z = R1j = 5 

Thay vào hệ phương trình → 
EI

Z
77.0

1 −=  

❖ Vẽ biểu đồ mômen: )()()()()()( 0000

11 MMMMZMM ttcP ++++=   

b. Xác định độ võng tại k 

- Trạng thái “m” đã được giải với biểu đồ (M) ở trên hình 3.4.8 

- Trạng thái “k” tạo trên hệ cơ bản của phương pháp lực và xác định )(
0

kM , )(
0

kN , 

)(
0

jkR  

Pk=1

1

M0
k

 

Hình 3.4.9 

N0
k

Pk=1

-

0.5

 

Hình 3.4.10 

 

- Độ võng tại k: 

  +−+−= )()()())((
00

12

00

kckjmjkkk NtMtt
h

ZRMMy 


 

    0
2

4.1
).2010.(

3,0
0

2

57.1415.0
.

2

4.1
.

1
+−+−

+
=



EI
 

    0)(1925,0
3

200985,1
=−= mm

EI


 

Chuyển vị cùng chiều với Pk. 

3.5. Cách tính hệ siêu động chịu sự thay đổi nhiệt độ và chuyển vị cưỡng 

bức 

Sinh viên tự nghiên cứu theo gợi ý sau: 

- So với các bài toán đã học cách tính này có gì khác biệt? 

- Nội dung của cách tính? 
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- Các chú ý khi tính toán? 

3.6. Tính hệ có nút không chuyển vị thẳng chỉ chịu tải trọng là các lực 

tập trung tại nút 

Chẳng hạn hệ cho trên hình 3.6.1 là thoả mãn yêu cầu bài toán. 

 

Hình 3.6.1 

 

Hình 3.6.2 

 

Hình 3.6.3 

    Với những loại hệ này thì khi tạo hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị ta chỉ 

đặt thêm các liên kết mômen (hình 3.6.2). Mặt khác, tải trọng chỉ là những lực tập 

trung tại nút nên biểu đồ M0
P không tồn tại và do đó RkP cũng không tồn tại. 

   Vậy hệ phương trình chính tắc tổng quát cho trường hợp này: 

             













=+++

=+++

=+++

0...

....................

0...

0...

2211

2222121

1212111

nnnnn

nn

nn

ZrZrZr

ZrZrZr

ZrZrZr

 

 Đây là hệ phương trình thuần nhất, đẳng cấp và người ta chứng minh chỉ có 

nghiệm duy nhất  

Z1 = Z2 = … Zn = 0 

Suy ra biểu đồ mômen của hệ: )()(...)()()( 0

2211 Pnn MZMZMZMM ++++= sẽ 

không tồn tại. Suy ra biểu đồ lực cắt của hệ không tồn tại. 

 Nội lực trong hệ chỉ tồn tại lực dọc, hệ làm việc như 1 hệ dàn với các nút và các 

ngàm được thay bằng các khớp lý tưởng (hình 3.6.3). 

 Kết luận: Khi tính hệ có nút không chuyển vị thẳng và chỉ chịu tải trọng là các 

lực tập trung tại nút, ta có thể thay thế các nút và ngàm bằng các liên kết khớp. 

3.7. Tính hệ siêu động chịu tải trọng di động 

Sinh viên tự nghiên cứu theo gợi ý sau: 

- So với cách tính hệ chịu tải trọng bất động? 

- Nội dung của cách tính? 

B. Nội dung thảo luận 

Câu 1: 

Phương pháp chuyển vị được xây dựng trên những giả thiết nào? Hãy phân tích. 
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Câu 2: 

Trình bày cách xác định bậc siêu động của phương pháp chuyển vị? Bậc siêu 

động phụ thuộc vào những yếu tố nào? 

Câu 3: 

Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị có gì khác so với hệ cơ bản của phương 

pháp lực đã học? 

Câu 4: 

Nêu cách xác định chuyển vị khi tính hệ chịu tác dụng của tải trọng theo phương 

pháp chuyển vị? 

Câu 5: 

So sánh phương pháp lực và phương pháp chuyển vị?  

C. Ngân hàng câu hỏi, bài tập 

Bài 1: 

Xác định ẩn số và chọn hệ cơ bản cho hệ trên hình 1 đến  hình 4 theo phương 

pháp chuyển vị. 

 

Hình 1 

 

Hình 2 

 

 

Hình 3 

I1

I2

 

Hình 4 



- 101 - 

Bài 2: 

Vẽ biểu đồ mômen uốn, lực cắt, lực dọc trong các khung chịu tải trọng như hình 

5 đến hình 7: 

q
P=qa

kEI kEI

EI

a/2a

a

a/2
 

Hình 5 

q

a a

a
a

EI=const

 

Hình 6 

EA=

EI EI

2a

a

P=qa

 

Hình 7 

  

 

Bài 3: 

Vẽ biểu đồ mômen uốn và lực cắt trong dầm liên tục như trên hình 8 và hình 9. 

q

a a a
 

Hình 8 
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aaa

q P=qa

a/2
 

Hình 9 

Bài 4: 

Vẽ biểu đồ mômen uốn trong các thanh đứng như hình 10. 

EI=

EI= EI=

EI=

I

I 2I

2I

1.5I

1.5Ia
a

 

Hình 10 

Bài 5: 

Vẽ biểu đồ nội lực trong những hệ chịu chuyển vị cưỡng bức tại các kiên kết 

như hình 11 và hình 12. 





I

kIa

a
 

Hình 11 



EI=const

a a

a

 

Hình 12 

Bài 6: 

Vận dụng tính chất đối xứng, tìm sơ đồ tính với nửa hệ tương đương và vẽ biểu 

đồ mômen uốn trong các hệ như hình 13 đến hình 16. 
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P P=qa P P

a/3 a/3 a/3 a/3 a/3 a/3

EI EI EI

kEI kEI

 

Hình 13 

EI=const

q q

a/2 a/2 a/2 a/2

a

 

Hình 14 

a
a I

II

I

q

P=qa

kI

kI

a a  

  Hình 15  
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EI=const

a

a
a

a

q q

 

  Hình 16 
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